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��� ا����ء ا���ود ����� ������ ������ ���� ا���� )1
 
( ; ; )B B BB x y z 

)و   )P ي����   ،   

  ا����ع �����AB


 : 

( )

( )

( )

B A

B A

B A

x x

AB y y

z z

 
 

 
  


 

  ا����ع ��� ��AB


 :  

2 2 2( ) ( ) ( )B A B A B AAB AB x x y y z z      


 

 ا����� ����� AB


 : ( );( );( )
2 2 2

B A B A B Ax x y y z z   
 
 

 

  ر���� ا����ه ���: 
1

3
v S H    ���S ا�����ة  و �����H  ا��ر���ع 

  : ا���اء ا�����  )2

v


uو 


  ��� ������( , , )u x y z


)و     ', ', ')v x y z


         �� ���ا���اء ا�� 

     ' ' 'u v xx yy zz   
 

           . .cos( , )u v u v u v 
   

  

v :ا������  )3


uو 


0u :������ان  إذا ��ن    v 
 

 

v  :ا��ر���ط ا����  )4


uو 


������uن ���� إذا ��ن     v
 

 ) ����� د��( 

 ( )P و 'P  ن�� ���� n


n'و 


 ������ن ���� ��� ا������  

( )Pازي�� 'P  إدا ��ن   'n


 n


 ) ����� د��( 

( )P �����  'P    إدا ��ن. ' 0n n 
 

     

 ا������� AB  ��� دي���( )P إدا ��ن   AB n
 

  

5(  ���� ���( )P   ي���� ��( ): 0P ax by cz d     �� 

2 2 2

ax by cz d

a b c

  

 
  

  

 �����01: ABCDEFGH  ���� ����  

               
  :�� ��   aا��� ا���اء ا����� ������  )1

.AB BF
 

   ،.AB DG
 

  ، .AB CH
 

  ،.AC AG
 

   ،.AG EG
 

  

  

  

I. لج??? ?لسلمي? ?  ملخ
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)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������   :�����02  ; ; ; )o i j k
  

  

;2) :����� ا����  1;1)A  ،(3; 1;0)B ،(1; 1;0)C ،(2;5;1)D  

CACB.ا��� ) 1
 

  ،CA


CBو


������  ����اد��ا����� .   ACB ا��او

AB.ا��� ) 2 AC
 

  ،AB


ACو  


  .ا��� ������ . ABCا����� ����� ا�����. 

ا������� أن��� ) 3 AD   دي ��� ا�����ي��� ABC.  

  .ABDCا��� ��� ا������ ا����ه ) 4

  

  

  1 :E MA r  1(������ ا����E  ( ة�� ��� ��  ������A  ����� ��� و

r  د�������: 
2 2 2 2( ) ( ) ( )B A B A B Ax x y y z z r      

  

    2 :E MA MB
 

�� ا�����ي ���ر ا����� )  2E(������ ا����  AB 

 

 3 : . 0E MABC 
 

��BC ا�����ي ����� ا������)  3E(������ ا���� 


و ����  

 Aا����� 

 

 4 : . 0E MAMB 
 

 
�� ��� ��ة ����� )  4E(������ ا����  AB

 

  

���� ا�����  ����G:   ا����� �� ا����ء      , ; , ; ,A B C    ���0     و     

         0GA GB GC    
  

  

 :��ن إ��ا���ت �� 

; ;A B c A B c A B cx x x y y y z z z
G

        

        

      
 

      
  

 ���    ا�����G ا����� ��� ���� ����ABC .   

)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������  :�����03  ; ; ; )o i j k
  

 :���� ا����   .

( 1;2;0)A  ،( 3;4;2)B ،(1; 2; 1)C   (1;0;2)،وD  

���AB أن ا������� )1


ACو 


 ��� ���� �������.                                                                                                                             

)��� أن ���ع ) ا )2 , , )n a b c


������ي ���ن �����  ABC  إذا و ��� إذا ��ن: 

2 2 2 0

2 4 0

a b c

a b c

   


  
 

ا����� ����� ������ ������ي)ب ABC ����� ا����� ���د�� ������ي�� .������ت ABC   

�� ا������� )  3 AD  دي ��� ا�����ي��� ABC؟  

II. ?مجم?عة ?لنق? في ?لفضا 
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   :04ا������ 

)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������    ; ; ; )o i j k
  

  

;A ،(0;3(2;0;1) :����� ا����  3)B ،( 1;1;2)C ،  

�� Cو ���A،B ان ا����   )1 ���� ����. 

)1ا��� ���د�� د���ر��� ������ي  )2 )P  ا��ي ���� ا�����A وBC


 .���ع ����� �� 

)2ا��� ���د�� د���ر��� ل  )3 )P ���� ا��يA،B وC. 

)3ا��� ��� د���ر��� ������ي )4 )P   3ا��ي ��ازي ا�����ي ذي ا����د��x y 

 .Cو���� ا����� 

)4ا��� ���د�� د���ر��� ������ي )5 )P ا����� ���� AB. 

  

  :50ا������ 

)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������    ; ; ; )o i j k
  

.  

;0;1) :����� ا����  1)A  ،(2;2;3)B،(3;1; 2)C ،  

ا��� أن ا����� )1 ABC  ������ م �� أ�����. 

,2)ا����ع أن ��� )أ )2 3,1)n 


����� ������ي  ABC . 

������ي ا����� ���د�� )ب ABC  

)��� ��� ا����� )  3    4;2;1)D  ا�����ي �� ABC ا��� ��� ر���� ا����ه ��

DABC  

  

  :ا��� ا����د�� ا�����ر��� ���� ا����ة �� �� ���� ��� ���   : �����06 

1. 1S ������ 0;1)��ة; 2)   ����� 3و���r  

2. 2S ������ (1;1;0)��ة  0;2)و ���� ا�����; 3)A  

3. 1S  ����� ة��[ ]AB  ���(0;1;2)A  و( 1; 2;0)B   

1S ������ (0;2;1)��ة 2و ا������� ������ي 0x y   

  

 

)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������        �����70  ; ; ; )o i j k
  

.  

)،A ،(0;1;4)B(3;2;1) :ا���� �����  1; 3;2)C  ،(4; 2;5)D   و

,2)ا����ع  1,1)n 


.
  

,��� ان ا���� )1 ,A B C ا���� ��� ������ �. 

nا����ع  أن���  )2


����� ������ي  ABC .و ��� ���د�� د���ر��� ������ي ABC
.
  

3( ����   ذو ا������ ا������ ������ ��t  أن��� D  إ�������

   وان ��� دي��� ABC  

D ���ا����� ا����دي ل ����E)ا )4 ABC  ،� أن��E  ��� ���� ��

 . ABCا�����

او�� ���د�� د���ر��� ���� ا����ة   ) ب S������ ا���D  و���

ا�����ي ABC  

ادرس ا������ ا������ ���� ا����ة   ) ت S ا������� ��      
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)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������    80ا������  ; ; ; )o i j k
  

.  

;2;0) :����� ا����  2)A  ،( 2;0;2)B ،(3;1; 2)C ،  

ا��� ا����د�� ا�����ر��� ���� ا����ة  )1 S ����� ا��� AB . 

ا��� ���د�� د���ر��� ������ي )2 Q  ر ا�������� AB 

و ��� ا���� ا����ة ��� ���� )ا )3
 

 ( ')S ا��� ا�����ر���: 
2 2 2 2 6 16 0x y z y z       

�� ا�����ي  ا��� ��� ا�����  )4 Q . 

��� أن )5 Q ا����ة ��� ����( ')S و�� دا��ة؟
    

  

  

)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������     90ا������  ; ; ; )o i j k
  

.  

)،A ،(0;1;2)B(1;0;1) :����� ا����  1;1;2)C ،  

ا��� ا����د�� ا�����ر��� ���� ا����ة  )1 S ا��� ������Aو ���� ا����� B . 

د���ر��� ������يا��� ���د��  )2 P  ا����س ���� ا����ة S ا����� ���B 

��د ����� و����� �������� )3  ���� ا��يC  و ����� ا�����ي P 

ا���) ا )4 ,( )d A . 

)��د ����� ) ب )Sو  

)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������     :10ا������  ; ; ; )o i j k
  

  

)، A(3;1;2) :����� ا�������  1; 2;0)B  .  

��ت ا������   و���� ا�����

1( ) : 2P x y z    ،2( ) : 2 0P x z  3و( ) :2 4P x y z  . 

���1n إ��ا���ت ا����� ا������ )1


،2n


3nو 


��ت  �����1( )P  ،2( )P 3و( )P. 

)1أن ���  )2 )P 3و( )P  ��1 .������ان( )P ��2ازي( )P ؟ " ���. 

)ا������� أن ���  )3 )AB  �����1( )P. 

)1وAا��� ا���� ��� ا�����  )4 )P و��� ا�����A3و( )P . 

)و ا������� Aا����� ا���� ��� ا����� )5 ) �� �����3( )P 1و( )P 

 

)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������   :  �����11  ; ; ; )o i j k
  

  

)، ،(3;2;3)B(1;0;1) :����� ا����  1;2; 1)A  وا�����ي،( )P  ا��ي ���د���: 
( ): 4 0P x y z     

)ا����� �� ا�����ي  ا��� ��� )1 )P. 

ا��� ا����د�� ا�����ر��� ���� ا����ة   )2 S ������ ة�� و ا������� ������ي( )P . 

)����� إ�� ا�����ي Aا����� أن ���  )3 )P . 

ا����� ���� ���س.Aا��� ا������  )4 S  و( )P .    

)ا����د�� ا�����ر��� ������يا���  )5 ')P ا����س �����ة( )S  ا����� ���B 

��� ���� و ��� ا����  ��ة  )6
 
 ( ')S د���� ا�����ر������: 

2 2 2 2 4 2 0x y z x z       ��( ')S  ����( )P ��� ؟.  
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)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������   �����12  ; ; ; )o i j k
  

  

)،A ،(1;2;3)B(2;0;0) :���� ا����  1; 1;0)C  ،  

1( ���G  إ��ا���ت ���� ا�����. 
 ( ,1);( ,2);( , 1)A B C ، 

 :����� ا����ع  )2
2u MA MB MC  

   
uأن���   


������ �� ا�����  

u(5;4;3)��� أن . Mا������� 


 

)ا��������� ���  )3 )E و( )F  �����M  ����:   

   ( ) : 2 2E MA MB MC MA MB MC    
     

  

     ( ) : 2 . 2F MA MB MC MA MB MC   
     

  

  

)ا����ء ا���ود ����� ������ و������     �����13  ; ; ; )o i j k
  

  

)����� ا�����ي  )P 2ا��ي ���د��� 2 4 0x y z     (6;2;3) :و ا����A ،

(1;2;4)B،(4; 2;5)C ،  

)���� ����ى وان �� ا�����ي ��   Cو A،B  ��� ان ا���� )1 )P. 

 .���� ABC ��� أن ا����� ) ا )2

)ا��� ������ و����� ��������) ب ) ���� ا��يO  و ����� ا�����ي( )P.  

)ا��� ا������.���  Oا����� ا����دي ������ ����k) ت )P  

   OABCا��� ��� ر���� ا����ه  )ث

����� ا�����) 3
 ( ;3),( ;1);( ;1);( ;1)O A B C . ،   

  .���� ��Gه ا����� ����أن ��� ) ا

)����� ا�� ا�������  ��Gن. ����ABC ��� ا����� ���I ا�� ادا ����)ب )OI.  

)�ي و ا���� ���G ا������ ���) ت )P  

)���� ا������� )3 )E  ا���� ������M ��� ا����ء ��

( ) : 3 5E MO MA MB MC   
   

 

) ������ ا���� ����� ���  ) أ )E   

)���� ������ ا���� ا������� ���  ) ب )E  و( )P  

  

)�� ا����ء ا�����ب إ�� ���� ������ و������      �����41 ; ; ; )o i j k
  

  

)،A ،(1;1;4)B(2;0;1) :����� ا����  1;1;1)C ،  

�� Cو ���A،B أن ا����   )1 ���� ����. 

2( ����(3;4; 2)n 


����n أن  


���ABدي ��� ا������� 


ACو  


�� ا����� ���د�� 

)د���ر��� ������ي  )ABC  . 

3( 
����1( )P2و( )P  ��� ��� ����: 2 2 1 0x y z   :1( )P

و 

2 6 0x y z  :2( )P
  

���   ) أ )���1 أن ا����� )P2و( )P  ������ �� ن������( )d �� و����� ����� ����� ����. 

)�� ا�������   ) ب )dو ا�����ي( )ABC  ن ؟ ��� إ�������  . �������ن أم ���از
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ا����� ���ل ������    ) ت

3 4 2 1 0

2 2 1 0

2 6 0

x y z

x y z

x y z

   


   
   

 . 

����( )S  ����� ��� ا���� ا������� ��� ���1 ا����ة ا��� ������ و ������ ��� ،( )S  1و( )P  

  

 �����15: ; ;A B C  ث ��� �� ا����ء���.  

)} ���� ا����� G أ��� )1 ; 1), ( ;2)}B C و F ا����� ����{( ; 4), ( ;2), ( ; 4)}C B C 

. 

 .���� ������ ������� �������� ���� �������� F أن���  )2

3(  ���1( ) ا���� ������M  ���� ا����ء ا��� ��: 

2 2MA MG MC MB  
   

 

4(  ���2( ) ا���� ������M ���� ا����ء ا��� ��: 
2 2 1MA MG  

5( ���3( )  ا���� ������M ���� ا����ء ا��� ��: 

   . 0MA MG MF MG  
   

  

  

)�� ا����ء ا�����ب إ�� ���� ������ و������  �����16 ; ; ; )o i j k
  

  

  ،A ،(3;2;1)B،(1;3;3)C(2;2;1) :����� ا���� 

 .���� ����ي ���� ���� ���د��� ا�������� Cو ���A،B أن ا����   )1

2( ����( )Pو( )Q  ا������ ����د����� ��� ���� : 

3( : 2 2 1 0x y z   :( )P 3و 2 2 0x y z   :( )Q 

)أن���   ) أ )Pو( )Q  ������ ن و���������( ). 

)ا�� ا������� �����  Cا����� أن���   ) ب ). 

;0;2)ا����ع أن���  )4 1)u 


) �� ا�� أ��� ����� ا������� )  . 

)ا����� ا������ ا������ ��������  )5 ) ا����� ��

2 1

3

3

x k

y

z k

 



   

  ���k د�������. 

  

�����17  

)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������    ; ; ; )o i j k
  

  

)،A ،(1;1;4)B(2;0;1) :����� ا����  1;1;1)C ،  

�� Cو A،Bا����  أن ���  )6 ���� ����. 

7( ����(3;4; 2)n 


n أن����  


���ABدي ��� ا������� 


ACو  


�� ا����� ���د�� 

)د���ر��� ������ي  )ABC  . 

8( ����1( )P  2و( )P  ��� ��� ����: 2 2 1 0x y z   :1( )P   و

2 6 0x y z  :2( )P 

)1 أن���   ) أ )P  2و( )P  ن������ ��������( )d �� ا������ ������ ����� ����. 

)�� ا�������  ) ب )d و( )ABC ن؟ ��� ا�������  .ا�����ي  �������ن ام ���از

  ا����� �� ������  ) ت

3 4 2 1 0

2 2 1 0

2 6 0

x y z

x y z

x y z

   


   
   

 . 
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9( ����( )S ������ ا����ات ا��� ���C  ����� ��� 1و. 

)��� �� �� ������ ا���� ا������� )S 1و( )P.  

�����18  

( ; ; ; )o i j k
  

;1) :����� ا���� .�� ا����ء���� ������ و������   2;3)A  ،( 2;1; 8)B  ،

(0;0; 2)C .  

��2 ا����ء ���  ������M ا���� أن���  )1 2 10AM CM ي���� �� ( )P  د������

2 5 0x y z  . 

)��� أن ������ ا���� ) ا )2 )S2ا������ 2 2 2 2 0x y z x y z       ة�� ��� ��

������ ����� ����I ����� �� وR. 

)أن ���   ) ت )Pو( )S ة ���� ���� ��� ������������ن و�� دا��r 

3(  ����G  3: ا����� ا������ ب 0GA GB GC  
  

 

)����� ا�� ��� ا����ة أ���و ����  ���G إ��ا���ت  ) أ )S. 

)�� ���د�� د���ر��� ������ي  ) ب )Q ��� و ا��ي( )S  ��G. 

)��� ان  ) ت )Q و( )P ������ ن و���������( )d �� ���� أ���ء ����� و ���� 

)��د ا������ ا������ ل  ) ث )d  و( )S.  

  

)�� ا����ء ا�����ب إ�� ���� ������ و������   :�����19  ; ; ; )o i j k
  

  

)1أ�� ������ و����� �������� )1 )d  1;2)ا��ي ���� ا�����; 1)A  1)و; 2;3)u 


 

 .���ع ����� �� 

)������2 و����� ��������أ��  )2 )d (2;2;3)���ا��ي ���� ا����B   3;2)و; 1)C 

.��2( )d  ����(3;2;0)D؟ 

)�����2 ا��������� Iا����� إ��ا���ت���  )3 )d 1و( )d . 

)�����3 ا������� )4 )d  ا��ي ������ ا������:

2 1

4 3

5

x

y

z



 



  


  
  

 

5( �� 1( )d3و( )d ن ؟��  �������ن؟���� �� ��� ا�����ي ؟���از

  

)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������   :�����20  ; ; ; )o i j k
  

  

��ت ا����������� ا� ����   

1( ) : 2 3 0P x y z     ،2( ) : 2 0P x y z    3و( ) : 6P x y z  . 

)���1 أن  )1 )P  2و( )P ������ �� ن������( )d �� ا������ ������ ����� ����. 

)���3 أن  )2 )P  و( )d  �� ن���������� ����� ������. 

  :ا����� ������ ������ ���ل ا����� ا������ )3

  ) ث

2 3 0

2 0

6 0

x y z

x y z

x y z

   

   

    

 . 

 

�����21  

  ������3 ا������� ا�������� و ا����� ������ ا����ل ��  ���
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1

2 0

0

4 2 2 7 0

x y z

S x y z

x y z

  


  
                         

2

2 3 9

3 2

5 3 0

x y z

S x y z

x y z

  


   
   

  

  

)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������    �����22 ; ; ; )o i j k
  

  

��ت ����� ا�    ا����������

1( ) : 2 2P x y z    ،
2( ) : 2 0P x z 

)3و  ) :2 4P x y z  
. 

����(3;4; 2)n 


����n أن  


���ABدي ��� ا������� 


ACو  


�� ا����� ���د�� د���ر��� 

)������ي  )ABC  . 

10( ����1( )P  2و( )P  ��� ��� ����: 2 2 1 0x y z   :1( )P   و

2 6 0x y z  :2( )P 

)���1 أن   ) ج )P  2و( )P ������ �� ن������( )d �� ا������ ������ ����� ����. 

)�� ا�������  ) ح )d و ا�����ي( )ABC  ن؟ ��� ا�������  .�������ن ام ���از

ا����� �� ������    ) خ

3 4 2 1 0

2 2 1 0

2 6 0

x y z

x y z

x y z

   


   
   

 . 

11( ����( )S ������ ا����ات ا��� ���C  ����� ��� 1و. 

)�� �� ������ ا���� ا������� ��� )S 1و( )P.  

  

)�� ا����ء ا���ود ����� ������ و������   :�����23  ; ; ; )o i j k
  

  

;A ،(1;2;1)B،(3(0;1;1) :����� ا����  1;2)C ،  

 ، ��� ا����د�� ا������� ������ي ا�������  ���� ��� Cو ���A،B أن ا����   )1

( )ABCر��� ������ي ا����د��  �� ��� إن����( )ABC  ��2 3 0x y z    

( )ABC 

2( ����( )P  و( )R  ��� ��� ����: 2 4 0x y z   :( )P   و

2 3 2 5 0x y z   :( )R 

)��� أن   ) د )P  و( )R ������ �� ن������( )d  ا������ ������ ��:

 2

3 ;

x

y

z







  


 
 

 

��ت   ) ذ )ادرس ����� ا����� )ABCو( )P  و( )R
و 

 

�� ������   ���  ) ر

2 3 0

2 4 0

2 3 2 5 0

x y z

x y z

x y z

   


   
    

 . 

  

  

  

  

 




