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�����������������

1 1 2 2 1 2
..... ( ..... )

n n n
a MA a MA a MA a a a MG      
   

����
 

 �ŖŧƂŦř��
��ƇƔƂśŬƈƅŔ��AB����ųƂƊƅŔ�řŷƏƈŠƈ�Əƍ M�ƀƂţś�ƓśƅŔ�.AM t AB
 

�ŜƔţ�t � 


��������řƈƔƂśŬƈƅŔ�řŸųƂƅŔ�@AB>��ųƂƊƅŔ�řŷƏƈŠƈ�Ɠƍ�M��ƀƂţś�ƓśƅŔ�.AM t AB
 

�ŜƔţ� 0;1t ���
 

 řƊƍũŗƈ��A ���B���C�ŘŧţŔƏ�řƈŕƂśŬŔ�ƑƆŷ�ŚŬƔƅ�ųƂƊ�ŜƜŝ����
�������������������������������ƇƔƂśŬƈƅŔ���AB���ƍ�ƉƔśųƂƊƆƅ�ŢƔŠŔũƈ�řŷƏƈŠƈ�ƏA���B���
������������������������������ �řŸųƂƅŔ�@AB�>��ƉƔśųƂƊƆƅ�ŢƔŠŔũƈ�řŷƏƈŠƈ�Ɠƍ��

���������������������������������A���B�ƉƔśƂžũƈ��ŘũŕŮƙŔ�ūſƊ�Ɖƈ�ƉƔƆƈŕŸƈŗ��
�������������������������������ƒƏśŬƈƅŔ���ABC����ųƂƊƆƅ�ŢƔŠŔũƈ�řŷƏƈŠƈ�ƏƍA���B����C 

��
�ƉŕƍũŗƅŔ������������������������������� 

 řŴţƜƈ��!!.AM t AB
 

�ŜƔţ�t �����ŒžŕƄƔ�!!M��ŢŠũƈ( ;1 ); ( ; )A t B t��� 

�¿ŕŝƈ�������5
.

2
AM AB
 

�ƌƊƈ�Ə��5

2
t �Ə���3

1
2

t  �ƉŨŏ���MŢŠũƈ�Ɠƍ�3 5
( ; );( ; )

2 2
A B���

������ŗƒűƒŪƍƃŒ�ŘƚƒśƆřƃŒ�� 

�ūƊŕŠśƈ�ŧƈŕŸśƈ�ƇƆŸƈ�Ƒƅŏ�ŖƏŬƊƈ�ŉŕŲſƅŔ�( ; ; ; )O i j k
  

�� 
 ��ƇƔƂśŬƈƅ�ƓųƔŬƏƅŔ�¿ƔŝƈśƅŔ�� 


���������������řƊƍũŗƈ���������������������������������������
0

0

0

( )

x at x

S y bt y t

z ct z

 


  
  

��

���������������
�ŘœŲšƚƆ����řƆƈŠƅŔ�( )SƇƔƂśŬƈƆƅ�ŕƔųƔŬƏ�ƜƔŝƈś�ƑƈŬś��� D����ƍŊ�ŚƛŧŕŸƈ�řƆƈŠ��
�ƇƔƂśŬƈƆƅ�řƔųƔŬƏ���������������������������������� D����¿ƈŮƔ�ƒŨƅŔ��řųƂƊƅŔ�0 0 0( ; ; )A x y z����

��������������������������������Ə( ; ; )u a b c


�ƌƅ�ƌƔŠƏś�ŵŕŸŮ���
�( ; ; )u a b c



�������������������ƓƈŬƊt�ųƔŬƏƅŕŗ�����

�������������������������������������������������řƆƈŠƅŔ�Ɠž�( )S�ŕƊƅŧŗśŬŔ�ŔŨŏ��t �»ŗ���� 0;1t ¿ƔŝƈśƅŔ�ŧŠƊ���

���������������� D���������������������������������řƈƔƂśŬƈƅŔ�řŸųƂƆƅ�ƓųƔŬƏƅŔ��@AB>��ŜƔţ��AB u
 

���
� �řƆƈŠƅŔ�Ɠž( )S��ŕƊƅŧŗśŬŔ�ŔŨŏ�t �»ŗ���� 0;t  ¿ƔŝƈśƅŔ�ŧŠƊ���

�ƇƔƂśŬƈƅŔ�ŽŰƊŔ�ƓųƔŬƏƅŔ AB��ŜƔţAB u
 

����

MATH-ALOUI��

� 

A 

B 

�řƔţŕƊƅŔ�ƑƆŷ�ŪƔƄũśƅŔ
�¿ƈŸƅŔ�Ɠž�řƔũŗŠƅŔ
�Ɠž�ŕƎƊƈ�ŧƔſśŬƊƅ

ſśƅŔřƔŬŧƊƎƅŔ�ũƔŬŕ 

�ϢϴϤόΘϟ΍

�ϲϓ

˯Ύπϔϟ΍ 

�ŚƜƈŕŸƈƅŔ�ŚƊŕƄ�ŔŨŏ
�řŗŠƏƈ�řŷƏƈŠƈ��ƉŐž��

ŜƆŝƈƅŔ�¿ŦŔŧ�ƉƏƄś�ŢƔŠŔũƈƅŔ 
ABC��ūƄŸƅŔ�Ɖƍũŗ 

�ƉŌ�Śŕŗŝƙ��
�ƑƆŷ�ųƂƊ

�ŘŧţŔƏ�řƈŕƂśŬŔ
�Śŕŗŝŏ�ƉƄƈƔ��
�Ɠƍ�ŕƍŔŧţŏ�ƉŌ
�ƉƔśųƂƊƅŔ�ŢŠũƈ

ŔƔś�ũŦƗƉ 



 �

 
 ƍřŪƆƃ�ƑűƒŪƍƃŒ�¾ƒśƆřƃŒ�ŗƈƋŧŕƆ������������������������
 ��ũƂŶƃœŕ�ƍ���Ɗƃ�ƑűƒŪƍƃŒ�¾ƒśƆřƃŒ�Əƃō�ƅƒƀřŪƆƃ�ƇƒřƒřŧœƂƒť�ƇƒřƃťœŶƆ�ŗƄƆŞ�ƇƆ�¾œƀřƈƙŒ� 
�������������������������
ŗƒƀƒŕűř�ŗƄśƆŋŕ�ƑŽřƂƈ���
 ũƂŶƃœŕ�ƍ���Ɗƃ�ƑűƒŪƍƃŒ�¾ƒśƆřƃŒ�Əƃō�ƍřŪƆƃ�ŗƒřŧœƂƒť�ŗƃťœŶƆ��ƇƆ�¾œƀřƈƙŒ� 
�������
ŗƒƀƒŕűř�ŗƄśƆŋŕ�ƑŽřƂƈ 
 ƇƒƆƒƀřŪƆ�ťƆœŶř�űŧŬ� 
 œŶř�űŧŬ�ƍřŪƆƍ�ƅƒƀřŪƆ�ťƆ� 
 ¾őœŪƆųƂƊ�ŜƜŝƅ�řƔƈŕƂśŬƛŔ���ŉŕƈśƊŔ�ƒƏśŬƈƅŔ�ūſƊƅ�ųƂƊ����

�����ŗƒŕŪƈƃŒ�ųœŰƍƕŒ�ŘœŶűœƀřƃŒ�ƍ� 
 �ƇƒƒƍřŪƆƃ�ƑŕŪƈƃŒ�ŴŰƍƃŒ� 

����
������������2 1( ); ( )P PŖƔśũśƅŔ�ƑƆŷ�řƔśũŕƄƔŧƅŔ�ŕƈƍŕśƅŧŕŸƈ���ŉŕŲſƅŔ�Ɖƈ�ƉŕƔƏśŬƈ� 
�����������������������2 2 2 2 1 1 1 10 ; 0a x b y c z d a x b y c z d       ��

���������������������ŽũŸƊ�ƉŌ�ƉƄƈƔ�ƉŕƈŴŕƊƅŔ�ƉŕŷŕŸŮƅŔ�¿ƜŦ�Ɖƈ�ƉƔƔƏśŬƈƅŔ�ƉƔŨƎƅ�řƔŗŬƊƅŔ�řƔŸŲƏƅŔ��
�ƛ�ƇŌ�ŕƔųŦ�Ɖŕųŗśũƈ�ŕƈƍ�¿ƍ���ŕƈƎƅ�����������������������

ƅŧŕŸƈƅŔ�řƆƈŠ�¿ţŗ�ƇƏƂƊ�ŕƍŧƏŠƏ�řƅŕţ�Ɠž�ŶųŕƂśƅŔ�ųƂƊ�ŚŕƔŝŔŧţŏ�ŧƔŧţśƅ�Ə�������������������ƉƔś���

�������������������������������������������1 1 1 1

2 2 2 2

0 (1)

0 (2)

a x b y c z d

a x b y c z d

   

   
���( )S��

�ƉƔƔƏśŬƈƆƅ�ŚŕƔŸŲƏƅŔ�ŽƆśŦƈ�ŧŧţƔ�ƓƅŕśƅŔ�¿ƏŧŠƅŔ�����������������2 1( ); ( )P PřŷƏƈŠƈ�ŧŧţƔƏ�����
�řƆƈŠƅŔ�¿ƏƆţ�����������������( )S��

2 1( ); ( )P PƉŕŸųŕƂśƈ��2 1( ); ( )P PƉƜŰſƊƈ�ƉŕƔŪŔƏśƈ���2 1( ); ( )P PƉŕƂŗŕųśƈ���
�����

�řƆƈŠƅŔ( )S�Ɖƈ�ƓœŕƎƊƛ�ŧŧŷ�ŕƎƅ�
ŚŕƔœŕƊŝƅŔ�Ɠƍ�¿ƏƆţƅŔ( , ; )x y z�
�řƆƈŠƅŔ�ƀƂţś�ƓśƅŔ( )S�Ɠƍ�Ə�

�ƇƔƂśŬƈƅŔ�ųƂƊ��ŚŕƔŝŔŧţŔ��

�řƆƈŠƅŔ( )S�¿ţ�ƒŌ�ŕƎƅ�ūƔƅ����řƆƈŠƅŔ( )SŚŕƔœŕƊŝƅŔ�¿Ƅ�Ɠƍ���¿ƏƆţ�¿ŗƂś���
( , ; )x y z�řƅŧŕŸƈƅŔ�ƀƂţś�ƓśƅŔ������ƏŌ�����

 
 �ƅƒƀřŪƆ�ƍ�ƍřŪƆƃ�ƑŕŪƈƃŒ�ŴŰƍƃŒ� 
�����������������������������P���ƍřŪƆ��ƌśƅŧŕŸƈ�0ax by cz d   Əƍ�ƇŴŕƊ�ŵŕŸŮ�ƌƅ�ƌƊƈ�Ə���( ; ; )n a b c



�����
���������������������������( )DƏƍ�ƌƔŠƏś�ŵŕŸŮ�ƌƅ�ƇƔƂśŬƈ�( ; ; )u   



�řųƂƊƅŔ�¿ƈŮƔ�Ə�0 0 0( ; ; )A x y z��
�ƒƏśŬƈƅŔ�ƉƔŗ�řƔŸŲƏƅŔ�ƑƆŷ�ŽũŸśƅŔ�ƉƄƈƔ������������������������������P�����ƇŗƔƂśŬƈƅŔ�Ə( )D�ƉŕŷŕŸŮƅŔ�Ɖƈ( ; ; )n a b c



��
����������������������������( ; ; )u   



��ƛ�ƇŌ�ƉŔŧƈŕŸśƈ�ŕƈƍ�¿ƍ ��
řƆƈŠƅŔ�¿ţŗ�ƇƏƂƊ�ŕƍŧƏŠƏ�řƅŕţ�Ɠž�ŶųŕƂśƅŔ�ųƂƊ�ŚŕƔŝŔŧţŏ�ŧƔŧţśƅ�Ə����������������������������( )S�řƔƅŕśƅŔ����

����������������������������������������������������

0

0

0

( )

0

x t x

y t y
S

z t z

ax by cz d







 


 


 
    

��

MATH-ALOUI��

1 2( ) ( )P P 

1( )P 

1( )P 
2( )P 

2( )P 

( ) 

( ) 

�ΔϴΒϳήΠΘϟ΍�ϡϮϠόϠϟ�ΔΒδϨϟΎΑ

ΔϴτϴγϮϟ΍�ΕϼϴΜϤΘϟ΍�ϡΪΨΘδϧ��

Ε�ϭ�ϲοΎϳήϟ΍�Ύϣ΃��ϡΪΨΘδϧ�έ

��ΔϴτϴγϮϟ΍�ΕϼϴΜϤΘϟ΍�ΰϴϴϤΘϟ΍�ϭ

ϲΤΟήϤϟ΍ 



 �

��
�
��������ŚŕƔŸŲƏƅŔ�ŽƆśŦƈ�ŧŧţƔ�ƓƅŕśƅŔ�¿ƏŧŠƅŔ���

������������������
( )Dϭ���P���ƉƜŰſƊƈ����( )Dϲϓ�ϯϮΘΤϣ����P������( )D�ƍ��P���Ɠž�ƉŕŸųŕƂśƈ���

����
��

��

�řƆƈŠƅŔ( )S¿ţ�ƒŌ�ŕƎƅ�ūƔƅ���řƆƈŠƅŔ( )S�Ɖƈ�ƓœŕƎƊƛ�ŧŧŷ�ŕƎƅ�
¿ƏƆţƅŔ�ƇƔƂśŬƈƅŔ�ŚŕƔŝŔŧţŏ�Ɠƍ�

( )D��

řƆƈŠƅŔ( )SŕƎƅ��ŧƔţƏ�¿ţ���
�řųƂƊƅŔ�ŚŕƔŝŔŧţŏ�Əƍ��

��
 ƉƔƈƔƂśŬƈƅ�ƓŗŬƊƅŔ�ŶŲƏƅŔ��� 
�������( )DřųƂƊƅŔ�¿ƈŮƔ�ƇƔƂśŬƈ1 1 1 1( ; ; )A x y z�Ə��1 1 1( ; ; )u   



ƌƅ�ƌƔŠƏś�ŵŕŸŮ��Ə��( )D �ƇƔƂśŬƈ�� 
������řųƂƊƅŔ�¿ƈŮƔ�ũţŊ���2 2 2 2( ; ; )A x y z�Ə��2 2 2( ; ; )u   



ŵŕŸŮ��ƌƅ�ƌƔŠƏś���
ƉƔŗ�řƔŸŲƏƅŔ�ƑƆŷ�ŽũŸśƅŔ�ƉƄƈƔ��������( )DƏ�( )D ���ŕƈƎƊƈ�¿Ƅ�ƌƔŠƏś�ŵŕŸŮ�¿ƜŦ�Ɖƈ���


�������ƉŕƄ�ŔŨŏ1 1 1( ; ; )u   


Ə��2 2 2( ; ; )u   


ƉŐž�ŕƔųŦ�ƉƔųŗśũƈ��( )DƏ( )D ŕƈŏ�Ə�ƉƔŪŔƏśƈ�ŕƈŏ���
ƔƂŗŕųśƈ���������Ɖ���

�
�������ƉŕƄ�ŔŨŏ1 1 1( ; ; )u   


Ə��2 2 2( ; ; )u   


ƉŐž�ŕƔųŦ�ƉƔųŗśũƈ�ũƔŻ��( )DƏ( )D ƉƔŸųŕƂśƈ�ŕƈŏ��
ŰſƊƈ�ŕƈŏ�Ə�ŘŧţŔƏ�řųƂƊ�Ɠž���������ƉƔƆ���ƉƔſƆśŦƈ�ƉƔƔƏśŬƈ�Ɠž�����

ŕƈƎƊƈ�¿Ƅƅ�řƔųƔŬƏƅŔ�¿ƈŠƅŔ�ƇŧŦśŬƊ�ŶųŕƂśƅŔ�ŧƔŧţśƅ�Ə������������
��
���

1 1 1( ; ; )u   


Ə��2 2 2( ; ; )u   


ŕƔųŦ�ƉƔųŗśũƈ����1 1 1( ; ; )u   


Ə��2 2 2( ; ; )u   


ŕƔųŦ�ƉƔųŗśũƈ�ũƔŻ���
( )DƏ�( )D ƒƏśŬƈƅŔ�ūſƊ�Ɖƈ���( )DƏ�( )D �ūſƊ�ƉƈƒƏśŬƈƅŔ��( )DƏ�( )D ƉƔſƆśŦƈ�ƉƔƔƏśŬƈ�Ɖƈ��

ƇƒŽƄřŤƆ�ƍ�ƇƒƒŨŒƍřƆ��ƇƒƀŕűƈƆ��ƇƒŶűœƀřƆŖťšŒƍ�ŗűƀƈ�Ƒż���ƊƈƉƔƆŰſ��
��
��
��
��

������
��
��
��
��

¾š�œƌƃ�ũƒƃ�ŗƄƆŞƃŒ���ƇƆ�Ƒőœƌƈƙ�ťťŵ�œƌƃ�ŗƄƆŞƃŒ
¾ƍƄšƃŒ��

ťšŒƍ�¾š�œƌƃ�ŗƄƆŞƃŒ��¾š�œƌƃ�ũƒƃ�ŗƄƆŞƃŒ��

��
��
��
��
��
��
��

MATH-ALOUI��

( )D

( )P

( )D

( )P

( )D

( )P




 

( )D
( ')D( )D

( ')D
( )D

( ')D

( )D

( ')D



 �

��
�����ŘœƒƍřŪƆ�ŗśƚś�Ŵűœƀř��

��������1( )P���2( )P���3( )PƜŝ��ŚŕƔƏśŬƈ�Ŝ1n


���2n


���3n


�ŕƎƅ�řƔƈŴŕƊ�řŸŮŌ�����
�
���������ŚŕƔƏśŬƈ�řŝƜŝ�ŶųŕƂś�řŬŔũŧ�ƉŐž����ŚŕƔƏśŬƈƅŔ�ƋŨƍ�Ɖƈ�ƉƔƔƏśŬƈ�ƀŗŕųś�řƅŕţ�Ɠž�ƌƊōŗ�¿ŠŬƊ��

������ŕţƅŔ�Ɠƍ�Ə��ƉƔƔƏśŬƈ�ŶųŕƂś�Ƒƅŏ�ŧƏŸƔ��������ŕƂŗŕŬ�řŬƏũŧƈƅŔ�řƅ���
��������
���ŬƈƅŔ�űũſƊ�ŔŨƎƅƑƊŝƈ�ƓƊŝƈ�řſƆśŦƈ�řŝƜŝƅŔ�ŚŕƔƏś��Ɠž�ŧŧţƊ���řŝƜŝƅŔ�ŚŕƔƏśŬƈƅŔ�ƋŨƍ�ŶųŕƂś�ƉƔƔŸś�¿ŠŌ�Ɖƈ��
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