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  :  1النشاط

 المعرفة عمى fنعتبر الدالة   - 0  كمايمي :

 
2   3

 = 
x

f x
x

 . 

:   أكمل الجدول الآتي  (1
10

10 8
10 4

10 2
10 x 

     f x 
:   غير معدوم فإن xبين أنو من أجل كل عدد حقيقي  (2

 
3

 = 2 + f x
x

 . 

9بين أنو إذا كان  (3
  10x فإن   :  9

2 <  < 2 + 10f x
 

ما ىو تخمينك حول  (4 
x

lim f x   
:  أكمل الجدول الآتي  (5

0,000000001 0,00000001 0,0000001 x 

    f x 
 

9بين أنو إذا كان  (6
  10

x فإن   :  9
  2 + 3 . 10f x 

:  أكمل الجدول الآتي  (7
-0,9999 -0,9998 -0,9997 x 

    f x 

 أنشطة
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9: بين أنو إذا كان - 8
10x

  9:   فإن
( )  2 - 3 . 10f x   

:   ما ىو تخمينك حول - 9 
 < 0

0
x
x
lim f x     و       

 > 0
0

x
x
lim f x 

:  الحل 
:   إكمال الجدول - 1

10
10 8

10 4
10 2

10 x 
2,000000003 2,00000003 2,0003 2,03  f x 

:  نبين أن - 2 
3

 = 2 + f x
x

   

:  لدينا  
2  + 3

 = 
x

f x
x

:     وعميو  
2 3

 =  + 
x

f x
x x

  

: وبالتالي  
3

 = 2 + f x
x

   

9: نبين أنو إذا كان - 3
  10x فإن   :  9

2    2 + 10
 f x 

لدينا  
3

 = 2 + f x
x

3   و    
  0

x
    ومنو        2f x 

9ولدينا 
  10x      ومنو    

9

1 1
  

10


x
  

91 -:  وعميو 
2 +   2 + 10

x
 ومنو         :  9

  2 + 10f x
 

:  إذن   9
2    2 + 10f x

  .
:     لدينا المخمنة التالية - 4   = 2

x
lim f x


 
:  إكمال الجدول - 5

0,000000001 0,00000001 0,0000001 x 

3000000002 300000002 30000002  f x 
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9-: نبين أنو إذا كان- 6
  10x فإن   :  9

  2 + 3 . 10f x  . 
9-: إذا كان

  10x  فإن  :
-9

1 1
  

10x
 93:  ومنو

  3 . 10
x

 

93: وعميو
2 +   2 + 3 . 10

x
وبالتالي  :  9

  2 + 3 . 10f x  .

: إكمال الجدول - 7
-0,9999 -0,9998 -0,9997 x 

-1,00030003 -1,00060012 -1,00090027  f x 
9-: نبين أنو إذا كان- 8

-10x فإن   :  9
  2 - 3 . 10f x  . 

9-: إذا كان
-10x  فإن  :

-9

1 -1
  

10x
 93:  ومنو

  -3 . 10
x

 

93: وعميو
2 +   2 - 3 . 10

x
 وبالتالي   :  9

  2 - 3 . 10f x  

:  التخمين - 9
 

 < 0
0

 = -
x
x
lim f x


     ،       
 > 0

0
 = +

x
x
lim f x


 

 :  2النشاط 
:  كمايمي   المعرفة عمى fتعتبر الدالة 

من أجل            = -  + 1   :   < 1f x x x 
و من أجل       =  + 1   :    1f x x x  

  fعين مجموعة تعريف الدالة - 1
أحسب - 2 1f .
.  لمدالة بآلة بيانية(C)أنشئ التمثيل البياني - 3
 ؟ 1 عند النقطة ذات الفاصمة (C)ماذا تلاحظ عمى المنحنى - 4
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:  عمى كل من المجالين (C)ماذا تلاحظ عمى المنحنى - 5
      -  ; 1  و 1 ; + 

: الحل 
 ىي fمجموعة تعريف الدالة - 1  . 

حساب - 2   1  = 1 + 1 = 2       :  1f f  
 : (C)إنشاء - 3

 
 . 1 متقطع عند النقطة ذات الفاصمة (C)نلاحظ أن المنحنى - 4
 خط غير متقطع عمى المجال (C)نلاحظ أن - 5 1 ; + وكذلك خط 

غير متقطع عمى المجال  -  ; 1 . 
 مستمرة عمى كل من المجالين fونقول أن الدالة  -  ; 1 و 

 1 ; + .
 : 3النشاط 

 . fإليك التمثيل البياني لدالة 

2 3-1-2-3

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

x

y
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 . fما ىي مجموعة تعريف الدالة - 1
ما ىو عدد حمول المعادلة - 2   = 0f x    مع حصر كل حل في مجال 

     من الشكل  a ; b .  ما ىي إشارة كل من af و  bf . 
ما ىو عدد حمول المعادلة  - 3   = 2f x  

ماىي المخمنات التي تستنتجيا ؟ 
:  الحل 

-[ 5 ؛ 4] معرفة عمى المجال fالدالة  (1
عدد حمول المعادلة  (2   = 0f x : 

لممعادلة    = 0f x حمين 
2 1
 , x x . 

حيث  1
  1 ; 2x   و  2

  -5 ; -4x   
: ولدينا  1  > 0f  و   2  < 0f  

2 3 4-1-2-3-4-5

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y
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: وكذلك  5  > 0f   و   4  > 0f  
عدد حمول المعادلة  (3   = 2f x  

:     لممعادلة    = 2f x ، 4حمول  .
: المخمنات 

 دالة مستمرة و رتيبة تماما عمى مجال  fإذا كانت  (1 a ; b وكان 
    . b  < 0f a f فإنو يوجد عدد وحيد 

0
x بحيث 0

 = 0f x و 
 0

  a ; bx   
 دالة مستمرة عمى مجال fإذا كانت  (2 a ; b فإنو من أجل كل عدد c 

محصور بين  f a و  f b يوجد عمى الأقل عدد 
0

x بحيث 
 0

  a ; bx   
و  0

 = cf x .
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I -  النيايات
 :  أو نياية دالة عند - 1

 : 1تعريف 
 يعني أنو من أجل كل عدد  ىي  عند fالقول أن نياية الدالة 
 B ، يوجد عمى الأقل عدد حقيقي موجب تماما Aحقيقي موجب تماما 

 يكون  Bx < : إذا كان :  بحيث    > Af x  
ونكتب     = +

x
lim f x


     أو       = +lim f


 
 : 2تعريف 

 يعني أن  ىي  عند fالقول أن نياية الدالة 
   = +

x
lim f x


    ونكتب         :   = -
x
lim f x


 
 : 3تعريف 

 يعني أنو من أجل كل عدد  ىي  عند fالقول أن نياية الدالة 
 B ، يوجد عمى الأقل عدد حقيقي موجب تماما Aحقيقي موجب تماما 

 يكون Bx- > بحيث إذا كان    > Af x  
ونكتب     = +

x
lim f x


  
 :  4تعريف 

   نحو x عندما يتناىى  أنيا تتناىى نحو fنقول عن دالة 
 :   إذا كانت    = +

x
lim f x


    
:  ونكتب    = -

x
lim f x


  

 الـدرس
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 : 5تعريف 
 يعني أنو من أجل كل عدد  ىي +  عند fالقول أن نياية الدالة 
 B ، يوجد عمى الأقل عدد حقيقي موجب تماما eحقيقي موجب تماما 

 يكون Bx < إذا كان :   بحيث  0   -  < ef x  
:  ونكتب    = 

x
lim f x


  
 :  6تعريف 

 يعني أنو من أجل كل عدد  ىي  عند fالقول أن نياية الدالة 
 B ، يوجد عمى الأقل عدد حقيقي موجب تماما eحقيقي موجب تماما 

 يكون Bx- > إذا كان :   بحيث  0   -  < ef x  
:   ونكتب    = 

x
lim f x


     
:  ملاحظات 

  يمكن الحصول عمى بقية التعاريف بنفس الطريقة 

     
0

0

 = -
x x

x x
lim f x




      ،      

0
  0

 = +
x x

x x
lim f x



 

 
0

 -  < x x  تعني     :
0 0 0 0
 -  ;  ;  + x x x x x          

  0   -  < f x  تعني     :      - e ;  + ef x    

  إذا قبمت دالة عددية نياية عند
0

x أو عند   أو عند     
 .فإن ىذه النياية وحيدة

نياية دالة عند عدد حقيقي - 2
0

x : 
 : 1تعرف 

 عند fالقول أن نياية الدالة 
0

x ىي يعني أنو من أجل كل عدد حقيقي 
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:  بحيث  ، يوجد عمى الأقل عدد حقيقي موجب تماما e موجب تماما 
  إذا كان 

0
0 <  -   < x x  يكون   : 0   -  < ef x  . 

 : 2تعريف 
 عند fالقول أن نياية الدالة  

0
x بقيم أكبر ىي  يعني أنو من أجل 

  ، يوجد عمى الأقل عدد حقيقي موجب تماماAكل عدد موجب تماما 
إذا كان : بحيث 

0
0 <  -   < x x  يكون    > Af x 

:    ونكتب  
0

0

 = +

x x

x x
lim f x




 

 : 3تعريف 
 عند fالقول أن نياية الدالة 

0
x بقيم أصغر ىي  يعني أنو من أجل 
 ، يوجد عمى الأقل عدد حقيقي موجب Aكل عدد حقيقي موجب تماما 

إذا كان :  بحيث تماما 
0

0 <  -  < x x  يكون    < - Af x  
:    ونكتب  

0

0

 = -

x x

x x
lim f x




 

:  مبرىنات أولية عمى النيايات - 3
f و g دالتان عدديتان  .

0
 ,  , x أعداد حقيقية  .

. نقبل دون برىان ، النتائج التالية المعطاة عمى شكل جدول
: نياية المجموع -  أ

:  إذا كانت 
 

0x x
lim f x


 
:  وكانت 

 
0x x

lim g x


 
: فإن 

  
0

 + g
x x
lim f x


 

   +   
   
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   
   
   
   حالة عدم التعيين

: نياية الجداء - ب
:  إذا كانت 

 
0x x

lim f x


 
:  وكانت 

 
0x x

lim g x


 
: فإن 

  
0

g
x x
lim f x


 

      
   > 0    
   < 0    
   
0  أو   حالة عدم التعيين

: نياية المقموب - جـ
:   إذا كانت  

0x x
lim f x


فإن   
0

1
  

x x
lim x

f

 
 
 

 

 1


 

 0 

 0 
  0 ;  > 0f x  

 0 ;  ( ) < 0f x  
حالة عدم التعيين  0
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:  نياية حاصل القسمة - د

:  لحساب  
0

  
x x

f
lim x

g

 
 
 

:    نكتب 

 
 

 
 0 0

1
  =   

x x x x

f x
lim lim f x

g x g x 
 

ثم نستعمل المبرىنات المتعمقة بالضرب و بالمقموب 
: نياية الدالة الجذر التربيعي - ىـ
f دالة عددية موجبة و   عدد حقيقي موجب 

:   إذا كانت  
0x x

lim f x


فإن   
0

 
x x
lim f x


 

  
  

: نياية مركب دالتان عدديتان -  د 
c , b , a إذا كانت .   أعداد حقيقية   = b

x a
lim f x


    
وكانت     = c

x b
lim g x


:      فإن     = c
x a
lim gof x


 
:  ملاحظة 

تبقى المبرىنات السابقة صحيحة من أجل 
      +x    أو   -x    . 
: النيايات بالمقارنة - 4

h, g, f دوال عددية لمتغير حقيقي x معرفة عمى مجموعة I . 
 (الحد من الأسفل):  1مبرىنة 

I :  من xإذا كان من أجل كل عنصر      g x f x  
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وكانت  
0

 = +
x x
lim g x


    فإن    
0

 = +
x x
lim f x


  
 (الحد من الأعمى): 2مبرىنة 

I :  من xإذا كان من أجل كل عنصر      f x g x 
وكانت  

0

 = -
x x
lim g x


    فإن    
0

 = -
x x
lim f x


 
 (الحصر) : 3مبرىنة 

I :  من xإذا كان من أجل كل عنصر          g x f x h x   
وكانت    

0 0

 =  = 
x x x x
lim g x lim h x
 

 فإن    : 
0

 = 
x x
lim f x


 
: ملاحظة 

x+تبقى المبرىنات السابقة صحيحة من أجل    أو  -x  .

: نياية بعض الدوال المألوفة - 5
: الدالة كثيرة الحدود - أ

نياية كثيرة حدود عند   أو عند   ىي نياية حده الأعمى درجة
عند   أو عند   . 
:  الدالة الناطقة - ب

نياية دالة ناطقة عند    أو   ىي نياية حاصل قسمة الحد 
. الأعمى درجة في البسط  عمى الحد الأعمى درجة في المقام 

: النيايات و السموك التقاربي - 6
: الفرع اللانيائي - أ

 C التمثيل البياني لدالة f في مستو مزود بمعمم متعامد متجانس 
 O ; i , j

 
 .  M  ; x y نقطة متغيرة من  C .
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 كبير جدا بالقدر الذي نريده نقول إن y أو xعندما يمكننا جعل 
لممنحنى  C فرعا لانيائيا  .

: المستقيمات المقاربة و الفروع المكافئة - ب
( إذا كانت  : 

0

 = +
x x
lim f x


   أو   
0

 = -
x x
lim f x


 فإن  :
   التمثيل البياني C لمدالة fيقبل مستقيما مقاربا معادلتو  :

0
x x .

( إذا كانت  :  0
 = 

x
lim f x y


  أو     0
 = 

x
lim f x y


 
   فإن التمثيل البياني  C لمدالة f يقبل مستقيما مقاربا معادلتو     :

   
0

y = y . 
( إذا كانت    = +

x
lim f x


  أو      = +
x
lim f x


  

:     نحسب  
 

x

f x
lim

x
 

  إذا كانت  
 :   = 0

x

f x
lim

x
   C   يقبل فرعا مكافئا باتجاه  

 .   محور الفواصل

    إذا كانت  
 :   = +

x

f x
lim

x
  C  يقبل فرعا مكافئا باتجاه 

 .   محور التراتيب 

  إذا كانت  
  = a

x

f x
lim

x
   و    - a  = +

x
lim f x x


    

:   عدد حقيقي ثابت فإن a   حيث 
   C يقبل فرعا مكافئا باتجاه المستقيم الذي معادلتو  :y = ax . 

  إذا كانت  
  = a

x

f x
lim

x
    و       - a  = 

x
lim f x x b


   
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 : عددان حقيقيان فإن b و a   حيث 

   C يقبل مستقيما مقاربا مائلا معادلتو  :y = a  + bx . 
:  ملاحظة 

f دالة عددية  C تمثيميا البياني في معمم  O ; i , j
 

 . 
  مستقيم معادلتو  :y = a  + bx يكون   مستقيما مائلا 

لممنحنى  C إذا وفقط إذا كان  :      - a  + b  = 0
x
lim f x x


    
 

II - الاستمرارية  :
استمرارية دالة عند قيمة - 1

0
x . 

f  دالة عددية معرفة عمى مجال مفتوحI يشمل 
0

xتكون .  وغير خال
 مستمرة عندfالدالة 

0
x إذا وفقط إذا كانت   :   

0
0

 = 
x x
lim f x f x


  
:  أمثمة 

  الدالة f :    - 4x x 4 مستمرة عند.  

:   ولدينا  معرفة عمى f   لأن الدالة    
4

 = 0 = 4
x
lim f x f


  

  الدالة   :  x x لأنيا غير معرفة عمى 0 غير مستمرة عند  

حيث أنيا معرفة عمى   . 0   مجال مفتوح يشمل  0 ; +.  

  دالة الجزء الصحيح   :   x x  

   وىي الدالة التي ترفق بكل عدد حقيقي جزءه الصحيح

:    فمثلا      -3,5  = -4  ,  1,78  = 1  ,  0,5  = 0 
:   أي أن x يرمز إلى الجزء الصحيح لمعدد الحقيقي x . 
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.  مثلا 4   ىذه الدالة غير مستمرة عند العدد 
:   إذن إن من أجل  3 ; 4x فإن  :   = 3x 
:           من أجل  4 ; 5x فإن  :   = 4x 

:      وعميو  
4
4

 = 3
x

x
lim x




    و     
4
4

 = 4
x

x
lim x




  

  ومنو نياية الدالة    x x عندما يتناىى x غير موجودة    4 نحو 
.   لأنيا غير وحيدة 

استمرارية دالة عند عدد - 2
0

x من اليمين 
f  دالة عددية معرفة عمى مجال من الشكل 

0 0
 ;  + ax x   حيث a عدد 

. حقيقي موجب تماما
 مستمرة عند f تكون الدالة

0
x من اليمين إذا وفقط إذا كانت  :

   
0

0

0
 = 

x x

x x
lim f x f x




 

استمرارية دالة عند عدد - 3
0

x من اليسار  :
f دالة عددية معرفة عمى مجال من الشكل  :

0 0
 - a ; x x   

.  عدد حقيقي موجب تماماaحيث 
 مستمرة عند fتكون الدالة 

0
x من اليسار إذا وفقط إذا كانت     :

               
0

0

0
 = 

x x

x x
lim f x f x




 

: أمثمة 
  الدالة   x x من اليمين لأنيا معرفة عمى   0 مستمرة عند 

 0 ; + و    
0
0

 = 0 =  0
x

x
lim f x f



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  5   الدالة - x x من اليسار لأنيا معرفة عمى 5 مستمرة عند 
 -  ; 5   و      

5
5

 = 0 =  5
x

x
lim f x f




 

  دالة الجزء الصحيح  :   x x من اليمين لأنيا  4 مستمرة عند  

مثلا  و    [4 ؛ 5[   معرفة عمى المجال    
4
4

 = 4  = 4
x

x
lim x




   

  الدالة f :   x x 0 من اليمين وعند العدد 0 مستمرة عند العدد   

:    من اليسار  لأن    
0 0
0 0

 =  = 0 = 0  = 0
x x

x x
lim f x lim x f

 
 

 

:     و كذلك      
0 0
0 0

 =  = 0 = 0  = 0
x x

x x
lim f x lim x f

 
 

 

 :ملاحظات 

  إذا كانت f مستمرة عند 
0

x فإن  :
0 f

x D  

  تكون الدالة f مستمرة عند عدد 
0

x إذا وفقط إذا كانت مستمرة  

   عند 
0

xعمى اليمين و عمى اليسار . 

:  استمرارية دالة عمى مجال - 4
I مجال مفتوح من الشكل  : a ; b أو  -  ; b أو   a ; + . 
 f دالة عددية معرفة عمى I . 
  تكون الدالة f مستمرة عمى I إذا وفقط إذا كانت مستمرة عند كل  

   قيمة 
0

x من I.  

  تكون الدالة f مستمرة عمى المجال المغمق  a ; b إذا وفقط إذا  

مستمرة عمى المجال المفتوح :   - كانت  a ; b 
 عمى اليمين aمستمرة عند           - 
 عمى اليسار bمستمرة عند           - 



 1 ثانوي      عموم تجريبية و رياضيات       الرياضيات              الإرسال 3

 22 

  تكون الدالة f مستمرة عمى المجال  a ; b  إذا وفقط إذا كانت  

   مستمرة عمى  a ; b و كانت مستمرة عند a عمى اليمين . 

  تكون الدالة f مستمرة عمى المجال  a ; b إذا وفقط إذا كانت  

   مستمرة عمى  a ; b و كانت مستمرة عند b عمى اليسار . 

:  أمثمة 
1x -   : الدالة  (1 x مستمرة عمى  . 
x  الدالتان  (2 cosx  و   sinx x مستمرتان عمى  . 
x  الدالة  (3 x مستمرة عمى   0 ; +  
x  الدالة  (4 x مستمرة عمى  . 

:  ملاحظات 
  I:  فإن I دالة مستمرة عمى مجال fإذا كانت  (1

f
D . 

دالة مستمرة  عمى المجال  fإذا كانت  (2 a ; b فإن تمثيميا البياني 
 و نيايتو النقطة ذات  aىو خط غير منقطع ، بدايتو النقطة ذات الفاصمة 

. bالفاصمة 

:  تمديد دالة بالاستمرار -  5

0
xعدد حقيقي  .I مجال من  يشمل 

0
x .

f دالة عددية معرفة عند 
0

x و مستمرة عند كل قيمة من  0
I - x . 

 عند  نياية fإذا قبمت الدالة 
0

x فإن الدالة g المعرفة كما يمي   :
من أجل        0

 =  : I - g x f x x x   و    0
 = g x  

 بالاستمرار عند fتسمى امتداد الدالة 
0

x . 
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:  مثال 
:   المعرفة بالعبارة gالدالة 

من أجل    
sin

 =  :    0
x

g x x
x

    ؛    0  = 1g 

:    حيث fىي امتداد لمدالة  
sin

 = 
x

f x
x

 . 0 بالاستمرار عند 

:  مبرىنات عمى الدوال المستمرة - 6
 fو   g ، دالتان عدديتانعدد حقيقي . 

   إذا كانت  
0

 = 
x x
lim f x


 وكانت g مستمرة عند  فإن       :
      

0

 g  = g
x x
lim f x


    . 
 f  و g إذا كانت.  دالتان f مستمرة عند عدد  

0
x و كانت g مستمرة 

عند  0
f x فإن الدالة المركبة gof تكون مستمرة عند 

0
x .

 f و g دالتان مستمرتان عند 
0

x و  عدد حقيقي . 

g  ;   + gf    ;  :    الدوال التالية  f f  مستمرة عند 
0

x ذا  وا 
كانت  0

  0g x  1 فإن الدالتين

g
f و 

g
 مستمرتان عند 

0
x . 

 :نتائج 

  الدوال كثيرات الحدود مستمرة عمى.  

 كل دالة ناطقة مستمرة عند كل قيمة من مجموعة تعريفيا. 

  الدلتان  :   (a  + b)x cos x و   sin  (a  + b)x x 

 .   عددان حقيقيان ، مستمرتان عمى b و  a   حيث 
  الدالة  tan x x مستمرة عند كل قيمة  

0
x تختمف عن : 
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    + 
2

k


   و  k . 

 : مبرىنة القيم المتوسطة - 7

  1مبرىنة :  

:  نقبل بدون برىان المبرىنة التالية 
 مستمرة عمى المجال fإذا كانت الدالة  a ; b فإنو من أجل كل عدد k 
محصور بين  f a و    f b يوجد عدد c محصور بين a  و b 

: بحيث    = kf c . 
في الشكل أدناه توجد ثلاثة أعداد 

1 2 3
C  , C  , C  محصورة بين 

a  و  b بحيث   :     1 2 3
C  = C  = C  = kf f f 

 
 :  2مبرىنة 

.  وحيدCرتيبة تماما فإن العدد  (1) في المبرىنة fإذا كانت الدالة 
: البرىان 
 رتيبة تماما عمى المجال fبما أن  a ; b فإنو من أجل كل عددان 

1
x 

و  
2

x من  a ; bبحيث إذا كان
1 2
 < x x  فإن    1 2

 < f x f x  

k 

f(a) 

f(b) 

a b C1 C2 C3 
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فإذا كان 
1 2

C  , C  عددان حيث 
1 2

C  < Cفإن   :   1 2
C  < Cf f 

أي أن    1 2
C   Cf f وعميو يوجد عدد وحيد c بحيث  :

 C  = kf . 
 :  3مبرىنة 

 دالة مستمرة عمى المجال fإذا كانت  a ; b  أو  a ; + فإنو من 
 محصور بين kأجل كل عدد  f a  و  

x b
lim f x


   
   و أ

x
lim f x


 فإن المعادلة    = kf x تقبل حلا وحيدا C في 
المجال  a ; + .
 : 4مبرىنة 

 مستمرة عمى fإذا كانت الدالة  a ; b و كانت    a . b 0f f  
 من المجال Cفإنو يوجد عمى الأقل ، عدد حقيقي  a ; b  بحيث  

 C  = 0f .  و إذا كانتf رتيبة تماما أيضا فإن العدد Cوحيد  .
:  مثال 

3: أثبت أن المعادلة 
 +  - 1 = 0x x  1 تقبل حلا في المجال

 ; 1
2

 
 
 

 . 

: الحل 
:    كما يمي fنعرف دالة   3

 =  +  - 1f x x x . 
 لأنيا دالة كثيرة حدود وعميو فيي مستمرة عمى   مستمرة عمى fالدالة 

1
 ; 1

2

 
 
 

 . 

 1  = 1f  1  و 3
 = -

2 8
f
 
 
 

:    وعميو  
1

  1  < 0
2

f f
 

 
 
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 في المجال cيوجد عمى الأقل عدد  (4)وبالتالي حسب المبرىنة 
1

 ; 1
2

 
 
 

:  بحيث    = 0f c  3 ومنو لممعادلة
 +  - 1 = 0x x حل  

1عمى الأقل في المجال 
 ; 1

2

 
 
 

 . 

:  نقطة التوقف 
 مستمرة في fإذا كانت الدالة 

0
x (أو عمى اليسار فقط) عمى اليمين فقط 

نقول إن النقطة 
0

N ذات الفاصمة 
0

xنقطة توقف  .
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

f(x0) 

x0 

N0 f(x0) 

x0 

N0 
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 :1التطبيق

:    حيث fنعتبر الدالة 
 

2

2

3
( )

1

x x
f x

x

 




   

:        نعمم أن 
1

  = +  
x
lim f ( x )


 
كيف يمكن تخمين ىذه النتيجة باستعمال آلة بيانية  

 : الحل
  ونكتب عبارة :  ننقر عمى الزر  (1

:    الدالة كما يظير عمى الصورة

 وندخل الأرقام ننقر عمى الزر  (2
:    كما يظير عمى الصورة 

)  أما قيم 1 يتناىى نحو x  لأن  )f x  
 f(1,1) وf(0,9)  فيي محصورة بين

  . 311 و291    أي بين 

  ثم نختار ننقر عمى الزر  (3
        ZoomFit كما يظير

.      عمى الصورة 
 
  فنحصل عمى ننقر عمى  (4

:  التمثيل البياني المقابل 
 

 تكنولوجيا الإعلام و الاتصال
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  نقوم بتحريك نقطة من ننقرعمى  (5
  البيان باستعمال الزالقة حتى نحصل عمى 

:  ونجد0,99  النقطة ذات الفاصمة 
     (0,99) 41302,25f  

وىذا يدل عمى أن المخمنة التالية صحيحة           
 

1
  = +  

x
lim f ( x )


     
 :2التطبيق 

:   باستعمال آلة بيانية ماىو تخمينك حول 
2

  =  
x

x x
lim

x


  

:  الحل 
  :  ننقر عمى الزر (1

:    ونكتب عبارة الدالة كما يمي
 

 وندخل القيم : ننقر عمى الزر (2
:     التالية كما يظير عمى الشاشة 

 
 فيظير التمثيل : ننقر عمى الزر (3

:  البياني التالي 
 
 ثم نحرك نقطة ننقر عمى الزر (4

:     من البيان باستعمال الزالقة فنجد 
(10000) 10001f  
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:  وبالتالي المخمنة التالية صحيحة 
2

  =  
x

x x
lim

x


  . 

  :3التطبيق 
3: بين أن المعادلة 

2 1 0x x   تقبل حلا وحيدا في 

1 المجال  1
  ;  
4 2

 
 
 

 . 

:  الحل 
 ونكتب عبارة  :  ننقر عمى الزر (1

:  المعرفة كما يمي f    الدالة 
     3

( ) 2 1f x x x   .  
 وندخل  ننقر عمى الزر  (2

:     الأرقام كما يمي 
 فيظير ننقر عمى الزر  (3

:      التمثيل البياني الآتي 
 
 
نقوم بتحريك نقطة من البيان باستعمال   (4

) إلى أن تتغير إشارة    الزر   )f x 
0,: فمن أن أجل  ):  نجد45 ) 0,01f x - 

0,ومن أجل  ) نجد 46 ) 0,01f x  
)ومنو لممعادلة  ) 0f x 0 حل وحيدx 

00,45:   يحقق    0,46x   
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  . 1التمرين 

أذكر صحة أم خطأ الجمل الآتية مع التعميل  
1 ) = +

x
lim x


   

2 )
2

2

2  - 1
  = 2

 + 3x

x
lim

x
  

إذا كانت   (3    = a  + b + gf x x x فإن    :y = a  + bx  
. f    معادلة مستقيم مقارب مائل لبيان الدالة 

4 )
3 3

2 20 0 0

 + 4  - 1
  =   =  = 0

 + 3x x x

x x x
lim lim lim x

x x  
 

:  إذا كانت  (5 
1 1

    f x
x x

   فإن     :   = 0
x
lim f x


 

:  إذا كانت  (6  2
  f x x فإن    :   = +

x
lim f x


  
: إذا كانت  (7     - 1f x x فإن    :   = -

x
lim f x


 

1الدالة  (8
    : x f

x
 مستمرة عمى   . 

+   الدالة  (9   : x x x f مستمرة عمى  0 ; +  

1الدالة  (10
   -   : x x f

x
 مستمرة عمى  0 ; + 

2الدالة   (11
   + 4  : x x f مستمرة عمى   . 

 مستمرة عمى مجال fإذا كانت الدالة  (12 a ; b    فإن المعادلة 
         = 0f x تقبل عمى الأقل حلا في المجال  a ; b . 

 تمـارين و مشكلات
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 دالة مستمرة عمى المجال fإذا كانت  (13 1 ; 5 فإن الدالة f    مستمرة 
 . 3      عند 

1 فإن الدالة I دالة مستمرة عمى مجال fإذا كانت  (14

f
 مستمرة  

 . I    عمى المجال 
  متناقصة  f فإن الدالة I سالبة تماما عمى مجال fإذا كانت الدالة  (15

 . I      تماما عمى 
 غير مستمرة عند عدد fإذا كانت الدالة  (16

0
x  فإنيا غير معرفة 

      عند 
0

x .
 معرفة عند عدد fإذا كانت الدالة  (17

0
x فإنيا غير مستمرة عند 

0
x .

 مستمرة    f فإن الدالة I دالة مستمرة عمى مجال fإذا كانت  (18
 . I     عمى المجال 

 . I مستمرة عمى fالدالة  (19
2: الدالة  (20

   - 1x x مستمرة عمى  لأن  :
2     الدالة 

   - 1x x مستمرة عمى   
x     و الدالة   x مستمرة  عمى   .

2:  الدالة  (19
   - 1x x مستمرة عمى   

2     لأن الدالة 
   - 1x x مستمرة عمى   

x         و الدالة  x مستمرة عمى  . 

sinالمعادلة  (20  = 1x x 0 تقبل عمى الأقل حلا في المجال ; 
2

 
 
 

  .
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  . 2التمرين 

. عين مجموعة تعريف كل دالة فيما يمي ثم احسب النيايات عند أطرافيا

1  ) 
3

3  +  - 4
 =

 - 1

x x
f x

x
        2  ) 

2

2

 - 4
 =

 - 5  + 6

x
f x

x x
                                  

3  ) 
3 2

2

+ 3 - 4  -12
  =

 + 4  + 3

x x x
f x

x x
  4 ) 

4 3

2

4 +2 +2 +1
 =

4 - 4  - 3

x x x
f x

x x
          

  . 3التمرين 

: احسب النيايات التالية 

1  )
4

 + 5 - 3
 

 - 2  - 4x

x
lim

x x
            2   )

2

2

 +  - 6
 

 - 2x

x x
lim

x
                                        

3  )
1

 - 2  - 1
 

 - 1x

x x
lim

x
            4  )

0
 

 + 1 - 1x

x
lim

x
                                       

  . 4التمرين 

: احسب النيايات التالية 

1 )
2

2

2  - + 1
 

 - 4 + x

x x
lim

x x x
        2  )

2

2

-  + 4  +  + 1
 

-4  -  + 1x

x x x
lim

x x
                        

3  )2
  + 1 - 

x
lim x x


 
 

      4   ) -  + 
x
lim x x


                                          

5)2 2
 +1 - +2

x
lim x x


     6  )
2

5
 

 -  + 4x
lim

x x 
                         

  . 5التمرين 

:  احسب النيايات التالية 
1 )

0

sin
 
sin3x

x
lim

x
       2 )

0

sin2
 

x

x
lim

x
      3   )

0

sin2
 

tanx

x
lim

x
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   4 )
20

1 - cos
 

sinx

x
lim

x
          5  )

0

sin
 
1 - x

x x
lim

cosx
  

  . 6التمرين 

:  احسب النيايات التالية 

1  )
2

cos3
 

x

x
lim

cosx


                     2 )
2

4

1 - 2 sin
 

1 + 4x

x
lim

cos x


                                                  

3   )
2

1 - sin  - 
 
1 - sin  + x

x cosx
lim

x cosx


 

  . 7التمرين 

f             : تعتبر الدالة  
2
 +  - 4

 = 
 + 1

x x
f x

x
 

(C) تمثيميا البياني  .
. عين مجموعة تعريف الدالة ثم أحسب النيايات عند أطرافيا- 1
بين أنو يمكن كتابة - 2 f x عمى الشكل  :

       
c

 = a  + b + 
 + 1

f x x
x

 

 أعداد حقيقية يطمب تعيينيا  c  وb و aحيث 
. عين معادلات المستقيمات المقاربة- 3
نفرض -  4 المستقيم المقارب المائل  .

 و المستقيم (C)     ادرس الوضع النسبي لممنحني   .

  . 8التمرين 

f دالة معرفة بالعبارة      :  2
 = 2  +  + 1f x x x  

.  عند أطراف مجموعة تعريفياfاحسب نيايات الدالة - 1
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:  احسب - 2   - 3
x
lim f x x


    ثم    - 
x
lim f x x


   
عين معادلات المستقيمات المقاربة لممنحنى - 3 f

C . 
  . 9التمرين 

:    حيث fنعتبر الدالة  
2

4 + sin
 = 

x
f x

x
 

 :    x بحيث من أجل كل عدد حقيقي b و  aعين عددان حقيقيان - 1
      a  4 + sin   bx   

:         يكون xبين أنو من أجل كل عدد حقيقي غير معدوم - 2
        v     ux f x x  حيث  u  و vدالتان يطمب تعيينيما  .
: استنتج النيايات التالية - 3  

x
lim f x


 و    
x
lim f x


 
أحسب - 4 

0
 

x
lim f x


 . 
  . 10التمرين 

f دالة معرفة بالعبارة   : 
 
 2

 - 1   + 1
 = 

 - 1   - 3

x
f x

x




 

.  عدد حقيقي حيث 
: احسب  النيايات التالية 

  
x
lim f x


   ,    
x
lim f x


 
  . 11التمرين 

f دالة عددية معرفة كما يمي   :

 

 

3

2

 + 1
 =    ;     1   ,    -1

 - 1

-1  = 3

x
f x x x

x

f


 





 



 1 ثانوي      عموم تجريبية و رياضيات       الرياضيات              الإرسال 3

 35 

  fعين مجموعة تعريف الدالة - 1
- . 1 عند fادرس استمرارية - 2
  . 12التمرين 

f  دالة معرفة  كمايمي :

                
 

 

2

2

2

 =   ,     1
 + 1

1
 = -  + 1   ,   < 1

2

x
f x x

x

f x x x








 

 .  عمى fأدرس استمرارية الدالة 
  . 13التمرين 

f دالة معرفة كمايمي    :

                 

 

2

2

 + b
 =   ,     0

 + 4

 = 2  + 1   ,    0

ax
f x x

x

f x x x





 

 

 0 مستمرة عند f بحيث تكون الدالة bعين العدد الحقيقي 
  . 14التمرين 

f دالة معرفة بجدول تغيراتيا كما يمي  :
           3-           2-            3         x 

               4                           +1 
3                            3                      - 

 f x 

ما ىو عدد حمول المعادلة    = 0f x في  . 
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  . 15التمرين 

f  دالة معرفة  بالعبارة       : 

 

 - 1
 =  +    ;     1

 - 1

1  = 2

x
f x x x

x

f








 

عين مجموعة التعريف  - 1
 عمى مجموعة تعريفيا  fأدرس استمرارية الدالة - 2
  . 16التمرين 

 : fإليك جدول التغيرات لدالة 
               0                x 

                    4                                  
2                                   -4  -

 f x 

ما ىو عدد حمول المعادلة    = 2f x في  . 
  . 17التمرين 

f دالة معرفة  عمى المجال  1 ; + بالعبارة :
             = -  +  - 1 + 0,9f x x x  

 عدد حمول جثم استنت. باستعمال آلة بيانية fأنشئ التمثيل البياني لمدالة 
: المعادلة    = 0f x 2 مع إعطاء حصرا لكل منيا بتقريب

10
  

  . 18التمرين 

2:  أثبت أن المعادلة   -  = 0x cosx  

; 0:  تقبل عمى الأقل حلا في المجال 
6

 
 
 
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  . 19التمرين 

f دالة معرفة عمى المجال -  ; 
2 2

  
 
 

:   كمايمي 

             

 

 . sin
 =  ,   0

1 - 

0  = 2

x x
f x x

cosx

f








 

  0 عند fادرس استمرارية الدالة - 1
.  عمى مجموعة التعريف fادرس استمرارية - 2
  . 20التمرين 

f دالة معرفة و مستمرة عمى المجال  0 ; 1 ز تأخذ قيميا في المجال 
 0 ; 1 .

 من المجال برىن عمى وجود عدد - 1 0 ; 1 بحيث    :
         = f   . 

. فسر ىندسيا ىذه النتيجة - 2
ىل تبقى النتائج السابقة صحيحة عمى مجال- 3 a ; b حيث a < b .
  . 21التمرين 

2:   المعادلة حل في - 1
 - 13  + 36 = 0x x  

6:   المعادلة حل في - 2 3
 - 13  + 36 = 0x x 

2:   المعادلة حل في - 3 4
 - 13  + 36 = 0

n
x x 

  . 22التمرين 

 . برىن أن كل كثير حدود درجتو فردية ينعدم عمى الأقل مرة في 
 



 1 ثانوي      عموم تجريبية و رياضيات       الرياضيات              الإرسال 3

 38 

 
 

  . 1التمرين  

x+  صحيحة لأن  (1   لما   -x   وعميو   :
 = +

x
lim x


   

:   صحيحة لأن  (2
2

2 2

2

2

2

1
 2 - 

2  - 1
  =  

3 + 3
 1 + 

x x

x
x x

lim lim
x

x
x

 

 
 
 

 
 
 

 

                         
2

2

1
2 - 

= 2
3

1 + 
x

xlim

x


 

خاطئة لأننا لا نعمم  (3 
x
lim g x


 التي يجب أن تكون معدومة  
.     لكي تكون الجممة صحيحة 

+   و ليس إلى 0 يؤول إلى xخاطئة لأن  (4 أو     

1:  صحيحة لأن  (5 1
 =  = 0

x x
lim lim

x x 

 
 
 

  

2: صحيحة لأن  (6
 = +

x
lim x


 و لدينا      :  2
  f x x  

: صحيحة لأن  (7  - 3  = -
x
lim x


   و         - 3f x x 
  وعميو فيي غير معرفة  0 غير معرفة عند fخاطئة لأن الدالة  (8

 .  ومن ثم غير مستمرة عمى    عمى 

 الحـمــــــول
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صحيحة لأن الدالة ىي مجموع دالتين مستمرتان عمى  (9 0; +    
x  :      ىما  x  و   x x  

 . 0خاطئة لأن الدالة غير معرفة عند  (10
صحيحة لأن الدالة ىي مركب دالتين مستمرتان    (11

2:       الأولى 
   + 4x xمستمرة عمى   و موجبة 

x  :         الثانية  x مستمرة عمى 


 . 
f : 2خاطئة فمثلا الدالة  (12

   - 1x x مستمرة عمى المجال 
2لكن المعادلة  [2 ؛ 4     ]

 - 1 = 0x   ليس ليا حل في المجال 
     2 ; 4 و حتى تقبل حل أكيد يجب أن يكون    a . b 0f f  . 
 مستمرة عند كل قيمة من المجال fصحيحة لأن الدالة  (13 1 ; 5 . 
 . I غير معدومة عمى fخاطئة إلا إذا كانت  (14
f : 2فمثلا الدالة . خاطئة  (15

  -  - 1x x سالبة تماما عمى   
:      لكن غير متناقصة تماما لأن    = -2f x x  وعميو فيي  

 . 0x >  و متزايدة تماما من أجل 0x <  تماما من أجل ة     متناقص
:          حيث fفمثلا الدالة . خاطئة  (16

            

 

2
 - 1

 =    ;     1
 - 1

1  = 3

x
f x x

x

f








 

 1   معرفة عند   1  = 3f لكون 1 لكنيا غير مستمرة عند      :
         

1 1
 =  + 1  = 2

x x
lim f x lim x
 

  
لأنو حتى تكون دالة مستمرة  عند . صحيحة  (17

0
x يجب أن تكون    :
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     معرفة عند
0

x وتحقق    
0

0
 = 

x x
lim f x f x


 .  
.  غير معرفةf سالبة و عميو فالدالة fخاطئة لأنو قد تكون  (18
2خاطئة إلا إذا كانت  (19

 - 1 > 0x وىذا غير محقق في    . 
:   حيث fصحيحة لأن الدالة  (20   = sinf x x x  مستمرة 

 ; 0      عمى 
2

 
 
 

1 و  0 ; 
2

 
  
 

.   

  . 2التمرين  

:   لدينا  (1 
2

3  +  - 4
 = 

 -1

x x
f x

x
  

     = -  ; 1   1 ; +
f

D    

 
2

3
  =  = 3  = -

x x x

x
lim f x lim lim x

x  
  

 
2

3
  =  = 3  = +

x x x

x
lim f x lim lim x

x  
  

 
2

1 1

3    - 4
   =  

 - 1x x

x x
lim f x lim

x 

 


 

  
1

=  (3  + 4) = 7
x

lim x




 
1

(  - 1) (3  + 4)
=  

 - 1x

x x
lim

x



 

 
1 1

  =  (3  + 4) = 7
x x

lim f x lim x
 

 

 

:  لدينا  (2 
2

2

 - 4
 = 

 - 5  + 6

x
f x

x x
 

 2
  =     :   - 5  + 6  0

f
D x x x   

2:  نحل المعادلة 
 - 5  + 6 = 0x x 2 = :    فنجدx  3 =    أوx  
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:     ومنو   =  - 2 ; 3
f

D  
:     أي       = -  ; 2 2 ; 3 3 ; +

f
D     

 
2

2
  =   = 1

x x

x
lim f x lim

x 
 

          
2

2
  =   = 1

x x

x
lim f x lim

x 
 

نكتب جدول إشارة المقام  : لحساب بقية النيايات 
          3               2            x 

 + - +2
-5 +6x x 
 

2

2
2 2 2

 - 4 (  - 2) (  + 2)
  =   =  

 - 5  + 6 (  - 2) (  - 3)x x x

x x x
lim f x lim lim

x x x x  

  

 

                  
2

 + 2
=   = -4

 -  3x

x
lim

x



 

 
2 2

 + 2
  =  = -4

 -  3x x

x
lim f x lim

x 

 

 

 
2

2
3 3

 - 4
  =  = -

 -  5  + 6x x

x
lim f x lim

x x 

 

  

:     لأن 
2

2 <

 - 4  5

 - 5  + 6  0

x

x x





 

 
2

2
3 3

 - 4
  =   = +

 -  5  + 6x x

x
lim f x lim

x x 

 

  

:               لأن 
2

2 >

 - 4  5

 - 5  + 6  0

x

x x





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:   لدينا  (3 
3 2

2

 + 3  - 4  - 12
 = 

 +  4  + 3

x x x
f x

x x
 

 2
 =    :  + 4  + 3  0

f
D x x x   

2نحل المعادلة 
 +  4  + 3 = 0x x 1- =  فنجدx  3- =   أوx  

:    إذن   =  - -3 ; -1
f

D  
:        وعميو       =  -  ; -3   -3 ; -1   -1 ; +

f
D     

 
3

2
  =   =  = -

x x x

x
lim f x lim lim x

x  
  

 
3

2
  =   =  = +

x x x

x
lim f x lim lim x

x  
  

 
3 2

23
3

 + 3  - 4  - 12
  =  

 +  4  + 3x
x

x x x
lim f x lim

x x






 

                           
2

3

(  + 3) (  - 4)
=  

(  +  3) (  + 1)x

x x
lim

x x
 

                                
2

3

 - 4 -5
=   = 

 + 1 2x

x
lim

x
 

:  إشارة المقام لحساب النيايات 
        1             -3        - x 

 + - +2
3 +4 +3x x 

        
3 2

2
1 1

 + 3  - 4  - 12
  =   = +

 +  4  + 3x x

x x x
lim f x lim

x x 

 

  

:        لأن 
3 2

2 <

 + 3  - 4  - 12  -6

 + 4  + 3  0

x x x

x x





 

        
3 2

2
1 1

 + 3  - 4  - 12
  =   = -

 +  4  + 3x x

x x x
lim f x lim

x x 

 

  
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:        لأن 
3 2

2 >

 + 3  - 4  - 12  -6

 + 4  + 3  0

x x x

x x





 

:    لدينا  (4 
4 3

2

4  + 2  + 2  + 1
 = 

4  -  4  - 3

x x x
f x

x x
 

 2
  =    : 4  - 4  - 3  0

f
D x x x   

2: نحل المعادلة 
4  - 4  - 3 = 0x x 1:     نجد

 = -
2

x 3  أو
 = 

2
x  

1:     و منو  3
 =  - -  ; 

2 2
f

D
 
 
 

 

1:     أي  1 3 3
 = -  ; - -  ;  ; +

2 2 2 2
f

D
     
      

     
  

 
4

2

2

4
  =   =  = +

4x x x

x
lim f x lim lim x

x  
  

 
4

2

2

4
  =   =  = +

4x x x

x
lim f x lim lim x

x  
  

 
3

1 1

2 2

(2  + 1) (2  + 1)
  =  

(2  +  1) (2  - 3)x x

x x
lim f x lim

x x 

 

     
3

1

2

3
2  + 1 -34=   =  = 
2  - 3 -4 16x

x
lim

x

 

 
4 3

23 3

2 2

4  + 2  + 2  + 1
  =   = -

4  -  4  - 3x x

x x x
lim f x lim

x x 

 

  

:           لأن 
4 3

2 <

4  + 2  + 2  + 1  41

4  - 4  - 3  0

x x x

x x





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         3

2
            1

-
2

         x 

 + - +2
4 -4 -3x x 
 

4 3

23 3

2 2

4  + 2  + 2  + 1
  =   = +

4  -  4  - 3x x

x x x
lim f x lim

x x 

 

  

:           لأن 
4 3

2 >

4  + 2  + 2  + 1  41

4  - 4  - 3  0

x x x

x x





 

  . 3التمرين  

:  حساب النيايات 

4

 + 5 - 3
1)   

 - 2  - 4x

x
lim

x x
 

     
     4

+5 - 3  +5 + 3   + 2 -4
=  

 - 2 -4   + 2 -4  +5 + 3x

x x x x
lim

x x x x x
 

             
   
   4

 + 5- 9   + 2  - 4
=  

 - (2  - 4)   + 5 + 3x

x x x
lim

x x x
 

                 
   
   4

 - 4   + 2  - 4
=  

-  - 4   + 5 + 3x

x x x
lim

x x
 

         
 4

 + 2  - 4 2 + 2 4 2
=   =  = -  = -

-(3 + 3) 6 3-  + 5 + 3x

x x
lim

x
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2 2

2 2

 +  - 6 (  +  - 6)  - 2
2)   =  

 - 2  - 2 .  - 2x x

x x x x x
lim lim

x x x 
 

           
2

(  - 2) (  + 3)  - 2
=  

 - 2x

x x x
lim

x
 

                
2

=  (  + 3)  - 2 = 0
x
lim x x


 

 1

- 2 -1  + 2 -1 - 2 -1
3)   =  

 - 1  - 1   + 2  - 1x x

x x x xx x
lim lim

x x x x 

   
   

 
 

 

      
1

 - (2  - 1)
=  

(  - 1)  + 2  - 1x

x x
lim

x x x  
 

 

    
1

- (  - 1)
=   

(  - 1)  + 2  - 1x

x
lim

x x x  
 

 

                 
1

1 1
=   = -

2 + 2  - 1x
lim

x x



   

      
0 0

 + 1 + 1
4)   =  

+ 1 - 1 + 1 - 1  + 1 + 1x x

x xx
lim lim

x x x 

 
 

   
   

 

                
0

  + 1 + 1
=  

(  + 1) - 1x

x x
lim

x

 
  

               
0

  + 1 + 1
=   

x

x x
lim

x

 
  

                           
0

=   + 1 + 1 = 2
x
lim x

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  . 4التمرين  

: حساب النيايات 
2

22

2

2

1
2  -  1 + 

2  -  + 1
1)   =  

 - 4  + 1
 -  4 + 

x x

x x
xx x

lim lim
x x x

x x
x

 

 
 
 

 
 
 

 

           
2

2

2

1
2  -  1 + 

=  
1

 -  4 + 
x

x x
x

lim

x x
x


 

               
2

1
2  -  1 + 

=   
1

 -  4 + 
x

x x
x

lim

x x
x


 

               
2

1
 2 - 1 + 

=  
1

 1 - 4 + 
x

x
x

lim

x
x



 
 
 

 
 
 

                                

 
2

1
2 -  1 + 

2 - 1
=    =    =  -1

1 - 21
1 - 4 + 

x

x
lim

x


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2

22

2

2

2

1 1
- + 4+  +

- + 4 + + 1
2)   =  

-4  -  + 1 1
-4  - 1 + 

x x

x x
x xx x x

lim lim
x x

x x
x

 

 
 
 

 
 
 

 

            
2

2

2

2

1 1
 +  4 +  + 

=  
1

4  -  1 + 
x

x x
x x

lim

x x
x







       

              
2

2

1 1
 +  4 +  + 

=  
1

4  -   1 + 
x

x x
x x

lim

x x
x







 

                 
2

2

1 1
 -  4 +  + 

=  
1

4  +   1 + 
x

x x
x x

lim

x x
x







 

              
2

2

1 1
 -1 - 4 +  + 

=  
1

 -4 + 1 + 
x

x
x x

lim

x
x



 
 
 

 
 
 

 

    
2

2

1 1
- 1 - 4 +  + 

-1 - 2
=   =  = 1

- 4 + 11
- 4 + 1 + 

x

x x
lim

x


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2 2

2

2

+1 -  +1 +
3) +1 -  = 

 + 1 + x x

x x x x
lim x x lim

x x 

   
    

2 2

2 2

 + 1 - 1
=   =   = 0

 + 1 +  + 1 + x x

x x
lim lim

x x x x 
 

4)  -  +  =  -  .  +  
x x
lim x x lim x x x
 

   
    

                    =   -  + 1 -
x
lim x x


  
2 2

5)   + 1 -  + 2 
x
lim x x


 
                      

2 2 2 2

2 2

+1 - +2 +1 + +2
=  

 + 1 +  + 2x

x x x x
lim

x x

   
    

                      
2 2

2 2

(  + 1) - (  + 2)
=   

 + 1 +  + 2x

x x
lim

x x
 

                         
2 2

1
=   = 0

 + 1 +  + 2x
lim

x x

 

 2

2 2 2

5 -  + +45
6)   =  

-  - +4 - - +4 - + +4
x x

x x
lim lim

x x x x x x
     

   

 

            2

2 2

5 -  +  + 4
=   

- (  + 4)x

x x
lim

x x
 

      
2-5

=   -  +  + 4 = -
4x

lim x x


  
 
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  . 5التمرين  

:  حساب النيايات 

0 0

sin

sin 1
1)    =   = 

sin3sin3 3
3 . 

3

x x

x

x xlim lim
xx

x

 
 

              

0 0

sin2 sin2
2)   = 2   = 2

2x x

x x
lim lim

x x 
 

0 0 0

sin2 sin2 sin2
3)   =   =    

sintan sinx x x

x x x
lim lim lim cosx

xx x

cosx

  
 

                 
0

sin2
2.

2=     = 2
sinx

x

xlim cosx
x

x


 

2

220 0

1 - 1 - 2 sin  
1 - 2

4)   =  
sin

2sin  
2 2

x x

x

cosx
lim lim

x x x
cos

 

 
 
 

 
 
 

         

                                
2

2
0 0

2 2

2 sin
1 12=   =   = 

2
4 sin  2 

2 2 2

x x

x

lim lim
x x x

cos cos
 
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20 0

 . 2 sin  cos
sin 2 25)   =  

1 - 
1- 1 - 2 sin

2

x x

x x
x

x x
lim lim

xcosx   
 
 

 

0 0
2

2  sin  
2 2 2=   =  

2 sin sin
2 2

x x

x x x
x cos xcos

lim lim
x x 

 

         
0 0

  
2 2=   =  

sin sin
2 2

2 . 
2

x x

x x
cos cos

lim lim
x x

xx

 
 

                       
0

2 
2=   = 2

sin
2

2

x

x
cos

lim
x

x


 

  . 6التمرين  

: حساب النيايات 

2

cos3
1)  

cosx

x
lim

x


 

z =  - :  بوضع 
2

x
   أي   =  + z

2
x

  

  لما  
2

x


 فإن     :z   0 وعميو    :
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0 0 0

3
  + z   + 3z

2 2
  =   =  

-sinz
  + z

2

x x x

cos3 cos
cos3x

lim lim lim
cosx

cos
  

    
   
   

 
 
 

 

       
0

3 3
 3z - sin  sin3z

2 2=  
-sinzz

cos cos

lim


 

 

       
0 0

sin3z
3.

sin3z 3z= lim   =   = -3
- sinz-sinz

z

z z
lim

 
 

2

4

1 - 2sin
2)  

1 + 4x

x
lim

cos x


 

z =  - بوضع 
4

x
    أي    =  + z

4
x

  

  لما  
4

x


 فإن   :z  0  وعميو   

2

2

0

4

1 - 2sin   + z
1 - 2sin 4

  =  
1 + 4

1 + 4  + z
4

z
x

x
lim lim

cos x
cos

 


 
 
 

 
 
 

 

              
 

2

0

1 - 2 sin  z +  sinz
4 4

=  
1 +   + 4zz

cos cos

lim
cos

  
 
 


 

               

2

0

2 2
1 - 2  z +  sinz

2 2
=  

1 - 4zz

cos

lim
cos

 
 
  
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 

2

0

1
1 - 2   z + sinz

2=  
1 - 4zz

cos

lim
cos


 

             2 2

0

1 - z + sin z + 2 sinz  z
=  

1 - 4zz

cos cos
lim

cos
 

                            
0

1 - 1 + 2 sinz  z
=  

1 - 4zz

cos
lim

cos
 

     
 20 0

-2 sinz . z -2 sinz . z
=   =  

1 - 4z 1 - 1 - 2 sin 2zz z

cos cos
lim lim

cos 
 

       
 

220 0

-2 sinz . z - sinz . z
=   =  

2 sin 2z 2 sinz . zz z

cos cos
lim lim

cos 
 

          
2 20 0

- sinz . z -1
=   =  

4 sin z . z 4 sinz . zz z

cos
lim lim

cos cos 
    

:  وعميو 

       
2

0
4

1 - 2 sin -1
     =   = - 

1 + 4 4 sinz . zx z

x
lim lim

cos x cos 
 

     

       
2

0
4

1 - 2 sin -1
    =   = +

1 + 4 4 sinz . zx z

x
lim lim

cos x cos 
 

      

2

1 - sin  - 
3)  

1 - sin  + x

x cosx
lim

x cosx


    

z =  - بوضع 
2

x
 نجد        : =  + z

2
x

  

  لما  : وعميو 
2

x


 فإن      :z  0  
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0

2

1- sin + z  -  + z
1- sin  - 2 2

  =  
1- sin + 

1- sin + z  +  + z
2 2

x
x

cos
x cosx

lim lim
x cosx

cos
 



    
   
   

    
   
   

 

2

0 0
2

z z z
1-sin 1- 2sin + 2sin  

1- z +sinz 2 2 2
 = 

z z z1- z -sinz
1- 1- 2sin - 2sin  

2 2 2

x x

cos
cos

lim lim
cos

cos
 

 
 
 

 
 
 

 

2

0
2

z z z
2sin  + 2 sin  

2 2 2=  
z z z

2sin  - 2 sin  
2 2 2

z

cos

lim

cos


 

0

z z z
2sin  sin  + 

2 2 2
=  

z z z
2sin  sin  - 

2 2 2

z

cos

lim

cos


 
 
 

 
 
 

 

0

z z
sin  + 

12 2=   =  = -1
z z -1

sin  - 
2 2

z

cos

lim

cos


 

  . 7التمرين  

:  مجموعة التعريف - 1
     =  - -1

f
D     ؛       = -  ; -1   -1 ; +

f
D    

:  النيايات - 

 
2

 =   =  = -
x x x

x
lim f x lim lim x

x  
 
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 
2

 =   =  = +
x x x

x
lim f x lim lim x

x  
 

 
2

1 1

 +  - 4
 =   = +

 + 1x x

x x
lim f x lim

x 

 

 

:       لأن 
2

<

 +  - 4 -4

 + 1  0

x x

x





 

 
2

1 1

 +  - 4
 =   = -

 + 1x x

x x
lim f x lim

x 

 

 

:       لأن 
2

>

 +  - 4 - 4

 + 1  0

x x

x





 

تبيان أنو يمكن كتابة  (2 f x عمى الشكل   :
      

c
 = a  + b + 

 + 1
f x x

x
 

:        إذن  
(a  + b) (  + 1) + c

 = 
 + 1

x x
f x

x
 

 
2

a  + a  + b  + b + c
 = 

 + 1

x x x
f x

x
 

 
2

a + (a + b)  + b + c
 = 

 + 1

x x
f x

x
 

:   ومنو 
a = 1

a + b = 1

b + c = -4







:                 أي 
a = 1

b = 0

c = -4







 

:      إذن  
4

 =  - 
 + 1

f x x
x
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: تعيين معادلات المستقيمات المقاربة - 3
:  بما أن  

1

 = -
x

lim f x




    و      
1

 = +
x

lim f x




  

.    معادلة مستقيم مقارب1x- = :    فإن 
:  و بما أن  

4
 =  - 

 + 1
f x x

x
4-     و     

 = 0
 + 1x

lim
x

  

y:    فإن  x معادلة المستقيم المقارب المائل عند   و  عند 
 . 

دراسة الوضع النسبي لـ  - 4  و (C) : 
                 

-4
 - y = 

 + 1
f x

x
 

:  ومنو 
              1              - x 

 + -1x  
 - + f x y 

إذن   لا يقطع(C) . 
لما    C  :   -  ; -1x   يقع فوق    
لما    C  :   1 ; +x   يقع تحت    

  . 8التمرين  

: حساب النيايات 
  = -  ; +

f
D   

  2 2

2

1
 =  2  + + 1 =  2 +  1 +

x x x
lim f x lim x x lim x x

x  

 
 
 
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                         2

2

1
=  2  +   1 + 

x
lim x x

x
 

                           
2

1
=  2  +  . 1 + 

x
lim x x

x
 

2 2

1 1
=  2  -  1 +  =   2 - 1 + = -

x x
lim x x lim x

x x 

 
 

 
 

  2
 =  2  +  + 1 = +

x x
lim f x lim x x
 

 
:   حساب- 2

  2
 - 3  =  2  +  + 1 - 3

x x
lim f x x lim x x x
 

 
       2

=  -  +  + 1 
x
lim x x


 

   
   2 2

2

-  +  + 1  -  -  + 1
=  

-  -  + 1x

x x x x
lim

x x
 

    
2 2

2

 - (  + 1)
=   

-  -  + 1x

x x
lim

x x
 

2

1
=   = 0

 -  + 1x
lim

x x




 

  2
 -  =  2  +  + 1 - 

x x
lim f x x lim x x x
 

 
           2

=   +  + 1 
x
lim x x


 

         
   2 2

2

 +  + 1   -  + 1
=  

 -  + 1x

x x x x
lim

x x
 

    
2

1
 =   = 0

 -  + 1x
lim

x x




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:  تعيين معادلات المستقيمات المقاربة - 3
:    بما أن    - 3  = 0

x
lim f x x


      
 .   معادلة مستقيم مقارب مائل عند y = 3x:        فإن 
:   بما أن    -  = 0

x
lim f x x


      
 .   معادلة مستقيم مقارب مائل عند y = x:        فإن 

  . 9التمرين  

 : b و aتعيين - 1
sin  1-:     لدينا    1x  4  3:   ومنو + sin   5x   

:  تبيان أن - 2     v     ux f x x   
sin + 4  3:      لدينا    5x     
:      وعميو 

2 2 2

3 4  sin 5
    

x

x x x


      

:           ومنو  
2 2

3 5
    f x

x x
   

:  استنتاج النيايات - 3
  بما أن   :

2 2

3 5
   =   = 0

x x
lim lim

x x 
     

:      فإن    = 0
x
lim f x


  

  بما أن   :
2 2

3 5
   =   = 0

x x
lim lim

x x 
     

:       فإن    = 0
x
lim f x


 

4          - 
20 0

4 + sin
 =   = +

x x

x
lim f x lim

x 
 
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  . 10التمرين  

: حساب النيايات 
              ;    

x x
lim f x lim f x
 

 

  0 = 1 -  إذا كان  1 =   أي  :  
1

 = -
3

f x  

:      وعميو    
1

 =  = -
3x x

lim f x lim f x
 

 

  2:   إذا كان
 - 1 = 0  0  1 -     و   0 =1 +  أي   

 .1- = :     ومنو 

 
-2  + 1 2 1

 =  =   - 
-3 3 3

x
f x x 

 
2

 =   = -
3x x

lim f x lim x
 

 

 
2

 =   = +
3x x

lim f x lim x
 

 

   إذا كان     - -1 ; 1    

 
 
 2 2

 - 1   - 1 1
 =   =  = 

 - 1   - 1  + 1x x

x
lim f x lim

x 

 

  
 

 
 
 2 2

 - 1   - 1 1
 =   =  = 

 - 1   - 1  + 1x x

x
lim f x lim

x 

 

  
 

  . 11التمرين  

:  تعيين مجموعة التعريف - 1
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      =  - 1
f

D  أي    :    = -  ; 1   1 ; +
f

D    
- :  1دراسة الاستمرارية عند - 2

 
3

1 1 1

 + 1 (  + 1) ( -  + 1)
 =   =  3

 + 1  + 1

2

x x x

x x x   x
lim f x lim lim

x x  
 

:    وعميو    
1

 = 1
x
lim f x f


 ومنو   f 1 مستمرة عند . -
  . 12التمرين  

  :  f لمدالة دراسة الاستمرارية عمى - 
  من أجل  1 ; +x  :  الدالةf مستمرة لأنيا دالة ناطقة . 

   من أجل  -  ; 1x  :  الدالةf مستمرة لأنيا دالة كثيرة حدود . 

   
 

 

2

2

1
1  = 

1  + 1
f ومنو    : 

1
1  = 

2
f  

 
2

2
1 1

1
 =   = 

 + 1 2x x

x
lim f x lim

x 

 

 

 
2

1 1

1
 =   + 1 = 0

x x

lim f x lim
x 

 

 

. 1 لأنيا لا تقبل نياية عند 1 غير مستمرة عند fإذن 
  . 13التمرين  

 : 0 مستمرة عند f بحيث تكون bتعيين 
:  لدينا    

2

0  = 2 0  + 1f ومنو     : 0  = 1f  

 
2

0 0

 + b
 =   = 

 + 4 4x x

ax b
lim f x lim

x 

 

 

  2

0 0

 =  2  + 1 = 1
x x

lim f x lim x
 

 
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:   يجب أن يكون 0 مستمرة عند fحتى تكون 
b

 = 1
4

  b = 4    ومنو   

  . 14التمرين  

:  تعيين عدد حمول المعادلة    = 0f x  
:  في المجال  (1 -  ; -3 لدينا   :f  مستمرة و متزايدة تماما 

:     و لدينا  3  = 1f   و      = -
x
lim f x


  
    ومنو لممعادلة    = 0f x حل وحيد في المجال  -  ; -3 .

في المجال  (2 -3 ; -2 :  الدالةf مستمرة و متناقصة تماما 
    ولدينا  3  = 1f  و   2  = -3f   ومنو حسب نظرية القيم  

    المتوسطة لممعادلة    = 0f x حل وحيد في المجال  -3 ; -2 . 
في المجال  (3 -2 ; 3 :  الدالةf  مستمرة و متزايدة تماما 

:    ولدينا  2  = -3f  و   3  = 4f  ومنو حسب نظرية القيم   
   المتوسطة لممعادلة    = 0f x حل وحيد في المجال   -2 ; 3 . 

عدد حمول المعادلة : وبالتالي    = 0f x عمى ىي ثلاث حمول  .
  . 15التمرين  

 =  :  مجموعة التعريف  (1
f

D  
دراسة الاستمرارية عمى  (2

f
D : 
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:                لدينا 

 

 

 

 - 1
 =  +  ;  > 1

 - 1

 - 1
 =  -  ;  < 1

 - 1

1  = 2

x
f x x x

x

x
f x x x

x

f











 

:             ومنو 
 

 

 

 =  + 1 ;  > 1

 =  - 1 ;  < 1

1  = 2

f x x x

f x x x

f







 

  الدالة f مستمرة عمى المجال   1 ; + لأنيا دالة كثيرة الحدود  

  الدالة f مستمرة عمى  -  ; 1 لأنيا دالة كثيرة حدود . 

                                    
1 1

 =  (  - 1) = 0
x x

lim f x lim x
 

 

 

 
1 1

 =   + 1 = 2
x x

lim f x lim x
 

 

 

 غير مستمرة عمى f  وبالتالي 1 غير مستمرة عند fومنو 
f

D . 
  . 16التمرين  

تعيين عدد حمول المعادلة     = 2f x  
في المجال  (1 -  ; 0 :  الدالةf    مستمرة و متزايدة تماما  و تأخذ  

   قيميا في المجال   -4 ; 4 و بما أن  2  -4 ; 4    فإن لممعادلة 
     2f x  حل وحيد حسب نظرية القيم المتوسطة   .
في المجال  (2 0 ; + :  الدالةf  مستمرة و متناقصة تماما و تأخذ  

    قيميا في المجال  -2 ; 4 و بما أن  2 -2 ; 4 فإن لممعادلة 
   = 2f xحل وحيد حسب نظرية القيم المتوسطة  .
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إذن لممعادلة     = 2f x حمين في   . 
  . 17التمرين  

 بآلة بيانية fإنشاء بيان الدالة 

 
)المعادلة  ) 0f x  تقبل حلا وحيدا محصور في  1,78 ; 1,79 . 

  . 18التمرين  

2:  إثبات أن المعادلة   -  = 0x cosx تقبل عمى الأقل حلا في المجال  

0 ; 
6

 
 
 

  

  الدالة f ىي مجموع دالتين و منو فيي مستمرة عمى  لأن الدالتين 
  .مستمرتين عمى 

  2
 =  - 

6 6 6
f cos

   
 
 

3:    و عميو 
 =  -

6 3 2
f

  
 
 
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2:  إذن   - 3 3
 = 

6 6
f

  
 
 

0 < :     وعميو 
6

f
 

 
 

  

     0  = 2 0  - 0f cos وعميو    : 0  = -1f 

:  إذن   , 0  < 0
6

f f
 

 
 

  

وحسب نظرية القيم المتوسطة لممعادلة     = 0f x حل عمى الأقل في 

 ; 0المجال 
6

 
 
 

 . 

  . 19التمرين  

 : 0دراسة الاستمرارية عند - 1

 
0 0 0

2

2  sin  
 sin 2 2 =   =  

1 - 
1 - 1 - 2sin

2

x x x

x x
x cos

x x
lim f x lim lim

xcosx    
 
 

 

        
0 0

2

2  sin   
2 2 2=   =  

2sin sin
2 2

x x

x x x
x cos x cos

lim lim
x x 

 

                           
0 0

2 2=   =  

sin sin
2 2

2 . 
2

x x

x x
cos cos

lim lim
x x

xx

 
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0

2 
2=   = 2

sin
2

2

x

x
cos

lim
x

x


 

إذن    
0

 = 0
x
lim f x f


 . 0 مستمرة عند f وعميو 
دراسة الاستمرارية عمى - 2

f
D : 

: لدينا  
 sin

 = 
1 - 

x x
f x

cosx
  

sinx   :  ولدينا x x مستمرة عمى   لأنيا جداء دالتين 
 . مستمرتين عمى 

x - 1  : ولدينا  cosx مستمرة عمى  لأنيا مجموع دالتين 
 . مستمرتين عمى 

 فيي مستمرة  ىي حاصل قسمة دالتين مستمرتين عمى fإذن الدالة 

-عمى   ; 0 0 ;
2 2

    
   

   
 مستمرة عمىf ومنو الدالة 

f
D . 

  . 20التمرين  

 : البرىان عمى وجود - 1
:  كمايمي gنعرف الدالة     =  - g x f x x عمى المجال  0 ; 1 

  الدال g مستمرة عمى  0 ; 1 لأنيا مجموع دالتان مستمرتان عمى 
 0 ; 1. 

  ولدينا    0  = 0g f   و      1  = 1  - 1g f  

بما أن  f x تنتمي إلى المجال  0 ; 1 فإن  : 0    1f x   



 1 ثانوي      عموم تجريبية و رياضيات       الرياضيات              الإرسال 3

 65 

: أي أن  0  0   1f  و عميو  0  0   1g   
إذن  0   0g  . 

وكذالك  0  1   1f  وعميو  -1  1  - 1  0f   
إذن  g 1   0 ومنو   :   g 0  . g 1   0  

 من المجال وحسب نظرية القيم المتوسطة يوجد عمى الأقل عدد 
 0 ; 1 بحيث  g  = 0 

أي    -  = 0f   و عميو  :   = f    
:  التفسير اليندسي لمنتيجة - 2

 ىو حل لممعادلة العدد    = f x x ومنو التمثيل البياني لمدالة  
f يتقاطع مع المنصف الأول  :y = x في نقطة فاصمتيا  . 

لندرس صحة النتائج السابقة في المجال - 3 a ; b .
:  حيث g      لتكن الدالة     =  - g x f x x . 

  الدالة g مستمرة عمى  a ; b لأنيا مجموع دالتان مستمرتان عمى 
 a ; b 

     g a  = a  - af   و      g b  = b  - bf 
: لدينا  a    bf x  وعميو    : a    bf a   
: ومنو  0   - a  b-af a  وبالتالي  : a  - a  0f   
: أي أن  g a   0 
: وكذلك  a    bf b  وعميو  : g b   0  
:  إذن    g a  . g b   0  
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 من المجال ومنو حسب نظرية القيم المتوسطة يوجد عمى الأقل عدد 
 a ; b  
بحيث    -  = 0f     وعميو     = f    
وعميو  f

C يتقاطع مع المنصف الأول في نقطة فاصمتيا  . 
إذن تبقى النتائج السابقة صحيحة  

  . 21التمرين  

2:  حل المعادلة  (1
 - 13  + 36 = 0x x  

 =25 و منو لممعادلة حمين  :

1

13 - 5
 = 4

2
x    و   

2

13 + 5
 = 9

2
x   

6: حل المعادلة  (2 3
 - 13  + 36 = 0x x  

3  بوضع 
 = zx 2:    نجد

z  - 13z + 36 = 0  
  الحمين 

2 1
z  = 9    4  = z    3:      ومنو و

 = 4x    3   و
 = 9x  

 9x = 3    أو    4x = 3:      وعميو 
2:  حل المعادلة  (3

 - 13  + 36 = 0
n n

x x  
y =   بوضع  

n
x 2:    نجد

 - 13y + 36 = 0y  
:    الحمين 

1
y   و  4 = 

2
y  = 9  

4 = :   وعميو 
n

x      9 =    أو
n

x  
  n = 9x   أو    4nx = :    ومنو 

  . 22التمرين  

 ودرجتو فردية  nنعتبر دالة كثيرة حدود من الدرجة 
  n n-1 1 0

 = a  + a  + . . . + a  + a
n n

f x x x x  
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حيث  
n

a   0 و  n  عدد فردي نفرض 
n

a   0  
  الدالة f مستمرة عمى .  

  n
 =  a  = +

n

x x
lim f x lim x
 

   و   
  n

 =  a  = -
n

x x
lim f x lim x
 

 
وعميو حسب نظرية القيم المتوسطة لممعادلة    = 0f x حل عمى الأقل 

 . في 
أي أن  f xينعدم مرة واحدة عمى الأقل  .
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