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  ا
	���ع ا�ول 


�� ا�ول	�
    ) ����4.5(  :  ا

  .ا�����
� ا�������                  ���� ا�
���ب إ�	  ا�����ي 
 A ، B و  C ������	 ا�� ��   :&%ث ��# 
" ا�����ي ! ���

  1Az i= −  ،  1Bz i= − )   و  + )3  1Cz i= +.    

       .Cz  و Az،  Bz:اآ�� ��	 ا�123 ا.0/ ا.��اد ا���آ+* ) 1

�آ�  ا �� ا��8�9* و���ة ����د ا-أ) 2��
 

 
B A

C A

z z
z z

−
−

ّ�� ه����0 ا����;:  ، &�>   

 �����  . ا��@?1 
    .  C ABC+��* ا��A�B   ّ�د- ب
�ّ�" ! �* ا���9* ) 3D /��E�
�ّ��� A�@E ACBD �28ن ا� .  
4 (T /9��9*  ا��@�18 ا��12 �E H>�
" ا�����ي ! ���� Mا�Iي 8 z *9��ا�    
 M ):   �z′ A  ذات ا�% �* ′ )1  1 3z i z i= − + + −′  .  

�ّ�" C+��* ا��@�18 -أ T ةLا���� M�N���  .  و
T اC :���0+��* ا��@�18 -ب To ةLا���� M�N���  .  و
  



�� ا	�
    ) ����4.5(  : ���� ا

  .  ا�������                      ����
�ا�����  ا��PQء 
���ب إ�	 ا�
� ا���# ) 1+��� : ( )1 ; 0 ;  2A  ،  ( ) 1 ;  1 ;  4B و  ( )1 ; 1  ;  1C −.   


���C �8 و A ، B  أ&+R أن ا���# -   أ "�ّ��.   
) Eّ�" أن ا���3ع - ب )3 ; 4 ; 2n − "�����دي ��	 آ1 
" ا���3 AB و AC    

) &� ا�0��: 
��د�* د�28ر��* ������ي  )ABC.   

� ا������8" ) 2+���( )1P و ( )2P A�  :  

 ( )1 :  3 4 2 1 0P x y z+ − + )  و   = )2 :  2 2 1 0P x y z− − − =    

) Eّ�" أن ا������8" - أ )1P و ( )2P ان�
���
 .  

�ّ�" ���B% و��9�0 �������� - ب ( ) ���UC ا������8" ∆( )1P و ( )2P .   

) �@�H أن ا���W - *9ـ )0 ; 0 ; 0O��� !  	إ� /�( )∆.   

ر��Y�8ت: ا����2E2011   .  *+�3ر�8   

( )  ,  ; vuO

( )   ,  ,  ;  kjiO



 - 2 - 

) ا �� ا����<��" - د )( )1 ;O Pd و  ( )( )2 ;O Pd  *>وا�0��: ا����    

 ( )( ) ;Od ∆.   

  
 

�� ا	�
�ا
    ) ���ط4 ( : ��

 ( )nuوده��  �

�Lا�8ة ��� *�E��  *�����
  H�@� *���+C اد��  : أ

 4 15

42m d

u =
+ =

 A�         :
( )

( )
3 5

3 5

 ;

 ;

PPCM

PGCD

m

d

u u

u u

=

=
   

3�ّ�" ا�@8�ّ" ) 1u 5  وu :���00 &� اu.   


"  �ودE �& ، :2010ّ�" أن  nu *�!�E nاآ�� ) 2 �ّ  ( )nu Z�+ر� "�ّ�  . و
5�ّ�" ا�@ّ� ا�Iي ا��Eاء 
�Z �28ن 
���ع ) 3"
 *+\���
)  �ود  )nu ��810080وي  
4 (n وم��
 ��_ /��+C د�� .  

0 ا�����ع n ا �� �E!�* -   أ 2 21
...    nnS u u u u= + + + +.   

  :  �2S A و 1S ا�������" n ا�E :���0!�* - ب
 0 2 4 21

...    nS u u u u= + + + 1 و + 3 5 2 12
...    nS u u u u −= + + + +  

  
 

�� ا	�
    ) ���ط7 ( : 
ا��ا

��	 f  ا���د8*���+� ا��ا�*  *>�):   Eــ r ا��� ) ( )3 4 xf x x e= +.    

( )fc /> /���+ا� ����B��  �
  ا�������                ا�����ي ا�����ب إ�	 ا����� ا�����

f ا ��  -أ) 1 ′ ،  f ′′ /��+C د��
" أ1W آ1  Zأ� UWا����E "ه�E �& n ��_   


��وم <`ن  ( ) ( ) ( )3 3 4n xf x x n e= + + A�    :f ′ ، f ′′ ،  ... ،( )nf  

    .f��ت ا������E* ���ا�*  ا���3

):  ا�0��:  1 ا����د�* ا����Y�Q* - ب )3 16 xy x e= +′′  

):  Eّ�" أن -أ) 2 ) 0lim
x

f x
→−∞

  . و<ّ�� هMI ا�����* ه����0 =

ّ�� ا��ا�* -  بa� Mادرس ا��� f ��ّ��ا�a� ول�W 12d �& .  

) اآ�� 
��د�* �����س -أ) 3 )∆ /�@���� ( )fc *9��ا� /> ω ����N�> /10ا��
3

−.   

) ه/ ��9* ا���9ف ����@�/ E ωّ�" أن -  ب )fc.   

( )  ,  ; jiO
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) ارW - �0ـ ) و ∆( )fc ا����ل 	�� ] ] ; 0−∞.   

��د  ���/ 
" ا����لx -أ) 4 ] ] ; 0−∞�W *;L����E 1
   ، ����0�Eل ا���2

 
1

x tdte t
��	 ا����ل f&� ا�0��: دا�* أ��N* ���ا�*  ∫− ] ] ; 0−∞.   


" λ  - ب �
��� �aN/ أ���د  �� 4
3

−.   

 *�!�E �� ا λ * ا���� ( )A λ /�@����E ا�����ي ا��@�د "
 L�@�� ( )fc   

  ��0y وا��������ت ا��/ 
��د!� = ، 4
3

x = λx  و − = �W �&  ( )
λ
lim A λ
→−∞

  

  
  

����
  ا
	���ع ا


�� ا�ول	�
    )��ط �4(  :  ا

� ا����د�* ) 1+���:( )...13 7 1   Ex y− = − A�   :xو yن�@�@N دان�� .  

)  1 ا����د�*  )E.   

�ّ�" ا.��اد ا�?@�@* ا���+�* ) 2a A�@E  :
[ ]

[ ]
1 7

0 13

a

a

≡ −

≡
  

��	 آ�E ، 9n 1ا\/ ا����* اg\���8* ����د nادرس ،  �� \�� ا���د ا�9+��/ ) 3   
 "
    .13  و  7 

  :  آ�� �8/ 9 ا����2ب </ ��iم ا����اد ذي ا.�0س 2��b" ا���د ا�9+��/ ) 4
 00 086 βα A�   :α و β U
��دان C+����ن  0α ≠.    

 "�ّ� α و β �28ن 	�  b	�� *����� %E�\  91.   
  
 

�� ا	�
    ) ���ط5(  : ����ا

  .  ا�������                      ����
�ا�����  ا��PQء 
���ب إ�	 ا�

� ا���# +���  :( )1 ; 0 ; 0A  ،( ) 0 ;  2 ; 0B  ،( )0 ; 0 ; 3C و  ( )1 2; ;1
3 3

G  

( )D  *9��ي 1�38 ا�Iا� ���ا����A Z��W�� ع��dو ( )31 ;1 ;
2

u −   

) و  �C Z ا������� ا�Iي 1�38 ا���9* ∆(�W�� ع��dو ( )1  ; 1 ; 3
2

v −  

( )   ,  ,  ;  kjiO
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1 ( "
)ا��������"اآ�� ���B% و12� ��9�0  )Dو( )∆���   &� ادرس ا��UY ا���+/ �

E :   0GAّ�" أن ) 2 GB GC+ + = *9���� *+����E :����� ذا �
 ،  G؟   
3 ( ���l�� ����d "�ّ�n ي������ ( )ABC Z� *د���
  . &� اآ�� 

) وا�����ي Oا �� ا����<* �E" ا���9* ) 4 )ABC.   

5 (H *9���� # ا����دي�ا��� B ���ا���� 	�� ( )D.   

   .�W H إ �ا&��ت ا���9* -   أ
) وا������� B ا�0��: ا����<* �E" ا���9* - ب )D.   

  
�
��

�� ا	�
  ) ����  4(  :  ا

 *��mا�@�!ت ا "
8� </ آ1  ��* �
U ا��+ n9o أو p�@?E �Wأ :  

2ا�123 ا��B�B/ ����د ا���آ�  -أ) 1 2
2 2

a i= −   ه�  +
4 4
π πcos sini− +  

2011  -  ب   0 a a+ = A�    :  a H>ا�
a.    
         :</ ا�����ي ا�����ب إ�	 ا����� ا�����
� وا�������           ) 2

2 ا�Iي آ��Z�E ا���آ+* T ا��@�18 - أ 2
2 2

z i z = − + 
 

′Z�8دوران زاو 
4
π−  


+�أ ا�����  MLآ�
  . و

�* ا���# - ب���
 M  *� %ذات ا�z A�   :( )
4
πarg z i− =    ه/ ا�������  −

( �i Z ذات ا�% �* A ا�Iي 1�38 ا���9* ∆(�W�� ع��dو w Z�� !  1 i+.   

3 (( )nuــ  ا�������E *>�  :  * ا���د8* ا���

 0
1

12
u =/��+C د��n  ، 1  و
" أ1W آ1 

3 1
4 6n nu u+ = +.    

)   -   أ )7 3 2 
12 4 3

n
nu = − +  

)  - ب )nu	�� �
��� *?\���
 n.   
)  - Wـ )nu ة���+�
 .  

  
  

  

( )  ,  ; vuO
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�� ا	�
    )�ط ��7(  : 
ا��ا

1( g *8ا����ل  ا��ا�* ا���د 	�� *>�[ا��� [0 ;  +    :   Eــ ∞

   ( ) 2 2  1lng x x x= + −    

ّ�� ا��ا�* -   أa� Mادرس ا��� g �& W 12d ��ّ��ا�a� ول�.    

) ا �� - ب )1g :���0رة  &� ا�dإ( )g x ا����ل />] [0 ;  + ∞  .  

2 (fا����ل 	�� *>�[ ا��ا�* ا��� [0 ;  + ):  Eــ ∞ ) ( )2
11 lnf x x

x
= −.   

) و  )fc /> /���+ا� ����B��  �
  .ا�������                ا�����ي ا��Lود  ������E ا�����

[ \��d%� *�E��ق ��	 E fّ�" أن ا��ا�* -  أ [0 ;  + ):   وأن ∞ ) ( )
3

g
f

x
x

x
=′.   

ّ�� ا��ا���M   ا�0��:-   a� *ا�f  �& ��ّ��ا�a� ول�W 12d.    

) -ب )δ *1 ���ا�Bا���@�/ ا��� lnx xaا����ل 	�� ] [0 ;  + ∞.   

   - *��Yادرس و ( )fc 	إ� *+����E ( )δ �W �& 
2

1
lim ln

x
x

x→+∞

� ذا �����:؟ ،   

) ار�0 -    )δ و ( )fc.   

��د  ���/ 
" ا����لx -أ) 3 [ [1 ; +∞.   

 �W *;L����E 1
 ����0�Eل ا���2
21

1
 ln

x
dt t

t∫.   

@� lnx�H أن- x x x−a *ا���� *��Nه/ دا�* أ lnx xa	��[ [1 ; +∞  

��	 ا����لf ا�0��: دا�* أ��N* ���ا�* - [ [1 ; +∞.   

��د  ��α  -ب  "
 �
��� �   .1�/ أآ+
 *�!�E �� ا α * ا���� ( )A α "���@����E ا�����ي ا��@�د L�@�� ( )fc و ( )δ    

  ���
��د��� "8I" ا������1 وا����x x  و = α= �� ا �& ،  ( )lim A
α

α
→+∞

.   

  
  
  
  
  
  

( )  ,  ; jiO
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   "! ا
	���ع ا�ول


�� ا�ول 	�
   : ا

1(*Eآ�� Az،  Bz و  Cz /0.ا�123 ا 	��  :  

 ��8��  :1Az i= − Z�
1 :   و 2Az i= − =  

 /�����E4:  و
π2 21 2 2

2 2A
iz i i e− = − = − = 

 
  

1Bz:  و��8��  i= − + Z�
1: و
�Z :   و 2Bz i= − + =  

 Z�
:  و
3
4
π2 21 2 2

2 2B
iz i i e = − + = − + = 

 
  

): ! u أن  (   )1 1 ABz i i z= − + −= − = −(    

):  و��8��  )3  1Cz i= + Z�
):   و )3  1 3 2 6Cz i= + = × =  

 Z�
):  و ) 4
π2 23 1 6 6

2 2C
iz i i e = + = + = 

 
  

  ��ب ا��8�9* و���ة ����د ا���آ� -أ) 2
 

 
B A

C A

z z
z z

−
−

:   

               
( )

( )
( )
( )

 1 1 2 2

 3 1 3 13 3 1

3 1 3 12 2
                

3 1 3 1 3 1 3 1

B A

C A

z z i i i
z z ii i

ii
i i

− − + − + − += =
− − + ++ − +

− − +− += ×
− + + − − +

  

 Z�
:  و
 4 4 3 1 3

8 2 2 
B A

C A

z z i i
z z

− += = +
−

  

/�����Eو    : 

 1 3 1
2 2 

 1 3
2 2 3

π
arg arg

B A

C A

B A

C A

z z i
z z

z z i
z z

− = + =
−

  − = + =  −   

  

 ��8��: 



 - 7 - 

 ������ ا����0/ �����;: ا��@?1 ��Qا�� :  

:  ���� أن 
 

 
B A

C A

AB

AC

z z
z z

− =
−

)  وَ    ) 
 ;  

 
arg B A

C A

AC AB
z z
z z

 − = − 
  

 /�����E1:  و
AB

AC
AB:   أي = AC=   َو   ( ) [ ] ;   2

3
π πAC AB ≡  

    :C ABC+��* ا��A�B  �@��8-ب 

 "
 AB AC=  َو  ( ) [ ] ;   2
3
π πAC AB ≡ A�Bأن ا�� :�����  ABC  


����8 ا.Y%ع  .   

�D ����" ! �* ا���9* )3�E�
�ّ��� A�@E  /ACBD �28ن ا� :  
 A�Bأن ا�� ���� ABC  /��E�
����8 ا.Y%ع ، �2/ �28ن ا� ACBD ���ّ�
   

] Q28/ أن �28ن ا��9�ان ]AB و [ ]CD *9��ن </ ا��QN���
 O  

�ة ا���D *9 وهIا �8�/ أن ا���9* �i� /ه C 	إ� *+����E O  

 Z�
):  و )3 1D Cz z i= − = − +  

�C "����T M+��* ا��@�18  -أ )4N���  :ا����Lة   و
  ��8��: ( )1  1 3z i z i= − + +   T  و�����E/ <`ن ا��+�رة ا���آ+* ���@�18 ′−


" ا�123  bazz    +=′ U
   1a i= − 3b 1   و + i=    :   و��E أن −

  2a � T   �����: أن=d�+
 ZE�3� ه�    : Z�+�� 2k a= =  ،   Z�8زاو    

 ( ) 3
4
πθ arg  a= �آML ا���9* =
  :  �Ωz A ذات ا�% �*Ωا�?�
�ة   و

 
a

bz
−

=Ω 1
 Z�
:   و

1 3 2
1

1 2 2 A
b

a
i iz i z
i iΩ

− += = × = − =
− − +

   

�آL ا��ZE�3 أ
   .A ه� ا���T *9ي أن 

T ا�0���ج C+��* ا��@�18 -ب To ةLا���� M�N���  :  و
  �) إذا آ�ن :�Iآ� ) ;  ;S k θΩ و  ( ) ;  ;S k θ′ ′ ′Ω8" <`ن�d�+
 ��_ "��E�3�   

S ا���آ�   S′o A�  �d�+
 ��_ ZE�3� ه�  :( ) ;  ;S S S kk θ θ′ ′′ ′ ′= Ω +o  

T و���Z <`ن  To *9��ا� MLآ�
 �d�+
 ��_ ZE�3� ه�  A Z�+�� ، 2 2 2× =  

 Z�83 وزاو 3 3
4 4 2
π π π+ = .    
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�� ا	�
   : ����ا


���C  �8 و A ، B  إ&+�ت أن ا���# -أ) 1 "�ّ��:  
 �
���C �8 و I� :   A ، Bآ� "�ّ�� M���
 : A ، B و C *�
  .  ���R </ ا�0��

   A ، B و C  *�
� AC و AB ا���3��ن :
���R���  M </ ا�0���_     
       "�9+��
  ��9o.  

   AB و  AC ��9o "�9+��
 ��_  M���
��د  ���/  : �W�8 !t A�    :  
      ABAC t   =    

 ��8�� :( )0 ;  1 ;  2ABو     ( )2 ;  1 ;  1AC − −  

 "����+��9o "�9 .ن 
AC %B  و AB واpY أن ا���3
 ��_   :
10

2 1
≠

−
                                                     

) �+��ن أن - ب )3 ; 4 ; 2n ���دي−  "
��	 آ1  AB و AC  :  

 ��8��  :  3 0 4 1 2 2 4 4 0. ABn = × + × − × = − = Z�
ABn  :   و ⊥  
):  و ��8��  ) ( )  3 2 4 1 2 1 0. ACn = × − + × − × − = Z�
ACn  :   و ⊥  

) ا�0���ج 
��د�* د�28ر��* ������ي   )ABC:   

 ( )3 ; 4 ; 2n ) ��dع ���l/ ������ي − )ABC "
 Zد����
   و�����E/ <`ن 

3:  ا�123  4 2 0dx y z+ − + ) ، و��E أن = )A ABC∈ ن`>  :  

 3 1  4 0 2 2 0d× + × − × + = Z�
1d:   و =  

��د�* ������ي : إذن  ( )ABC /3 ه 4 2 1 0x y z+ − + =  

) �+��ن أن ا������8" - أ )2 )1P و ( )2P ان�
���
 :  

 ( )1 3 ;  4 ;  2n ) ��dع ���l/ ������ي − )1P  

 ( )2 2 ; 2 ; 1n − ) ��dع ���l/ ������ي − )2P  

 ��8��  :( ) ( )1 2 . 3 2 4 2 2 1 0n n = × + × − − × − = Z�
n   21:   و n⊥   

y

xO

D

C
B

A
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) ا������8ن :إذن   )1P و ( )2P ان�
���
 .  

)1 و����� /9�0���  �����B�� "-ب ) ���UC ا������8" ∆( )1P و ( )2P:   

  ��8��:   
3 4 2 1 0

2 2 1 0

x y z
x y z

+ − + =
− − − =

 Z�
:     و
2 2 1

3 4 2 1 0

z x y
x y z
= − −
+ − + =

  

 /�����Eو   :( )
2 2 1

3 4 2 2 2 1 1 0

z x y

x y x y

= − −
+ − − − + =

   

:  ����*  و��E ا��+��# �@?1 ��	 ا
2 2 1

8 3 0

z x y
x y
= − −

− + + =
    

 Z�
):   و )
8 3

2 8 3 2 1 14 7

x y

z y y y

= +
= + − − = +

  

UY�E y و t= *ا���� 	�� 1?@�  :( )
8 3

14 5
         

x t
y t t
z t

= +
= ∈
= +

r  

�ة ���B% و��9�0 �������� �o.ا����* ا MI1 هB�� ( �ى . (  ∆(oت أ��&%& �W��(  

) ا���9*  ا��@�H أن-Wـ )0 ; 0 ; 0O 	إ� /���� ! ( )∆:   


" ا����*    :

0 8 3
0
0 14 5

       
t

t
t

= +
=
= +

 ���         :

3
8

0
5

14

  

t
t
t

= −
=
= −

     1�@��
   وهIا 

)ا���9*   �����: أن )0 ; 0 ; 0O 	إ� /���� ! ( )∆.   

)  ��ب ا����<��" - د )( )1 ;O Pd و  ( )( )2 ;O Pd:   

  �) ذات اg �ا&��ت Aا����<* �E" ا���I�:  *9آ� )000  ; ; zyx وا�����ي ( )P  ذي  

+++=0 ا����د�*  dcba zyxه/ ا���  �W/ ا������د ا�@( )( )PAd  ;  A�  :  

  
  
   

�ة ��� Cz����0ل ا����واة ا���Eو :   

( )( )
222

000

  

       
 ; 

cba

dcba zyx
d PA

++

+++
=
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 ( )( )1 1
0 0 0 1 1 29

 ;
299 16 4 29

O Pd d
+ + +

= = = =
+ +

  

 ( )( )2 2
0 0 0 1 1 ;

34 4 1
O Pd d

+ + −
= = =

+ +
  

) ا�0���ج ا����<*  )( )3  ;Od d= ∆:    

) ���� أن ا������8"  )1P و( )2P ان  و�
���
 ( )∆ ����C��� �����
 .  

)  ! ����/ إ�	 O ا���9*  )1P 	و! ����/ إ� ( )2P .   

)  وا������� O ا����<* �E" ا���9*     ه/ ا����#  OH A�  H ه/ ا��9ل∆(
��	 ا������� O ا����دي ����9*  ( )∆.   

 "2�� O′ *9���� # ا����دي�ا��� O ا�����ي 	�� ( )2P A�Bن ا��`> /�����Eو ،   
 OO H′ /> �;�\ O′ رث�_�B�> *�ه�+
  :  ، و �� 

 ( )2 222 22
3 1 2

29 381          
329 261

OHd d d  = = + = + = 
 

   

)   : إذن  )( )3
38 381 ; 261 3 29Od d= ∆ = =  

  
 

�� ا	�
�ا
�� :   

 ( )nu��� ا�8ةL�
 *�E��  *�����
  H�@� *���+C اد��
�  �وده� أ:  

 4 15

42m d

u =
+ =

 A�         :
( )

( )
3 5

3 5

 ;

 ;

PPCM

PGCD

m

d

u u

u u

=

=
   

   :5u  و 3u ����" ا�@8�ّ" )1

  ���دان C+����ن _��b و I�: aآ�  "�

��و .  
) إذا آ�ن * ) dbaPGCD ��دان C+����ن   ; = �W�8 Z�`> a′ و b′  ���> أو���ن    

 A�@E �����E     :ada bdb  و  =×′ ′×=.    
 *( ) ( ) bababa PPCMPGCD ×=× badmأي    ;   ;  ×=×    

 ��8��  :badm ×=× Z�
bdaddm:   و badm:   إذن ×=×′′ ′′=  
 UY�E 3 au 5 و  = bu 42m : ���2 ا����واة  = d+   :   آ�� �8/ =

 42da b d+ =′ ′  Z�
) : و )1 42d a b + =′   )8 42  ) ...1��� d:�����: أن   ′


�����*  ��5u*�E  و 3u،  4u:  و��8��  "
 *�E���
�Iا ا������ ه/  �ود E    
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����� /E��@ا��0# ا� *�N�o �� ن و`> *�E��  *��3 5 42u u u+ =  
 Z�
3:  و 5 30u u+ =  /�����E30:   وda db+ =′ ′  

 Z�
):  و ) 42d a b =′   )8 30  ) ...2��� d:�����: أن   ، +′

 "
)  8���d:�����: أن ) )2و 1 ((  )30 ; 42PGCD أي  :d ���8 6    

Z�
} :  و }1; 2;3 ; 6 d ∈  

 /���  ( )E *��mا����* ا  : 
( )
( )

1 42

30

d a b

d a b

+ =

+ =

′ ′
′ ′

       

1d : 1ا�@��*   =  

 ( )E     }>�2�
1 42

30

a b

a b

+ =
+ =

′ ′
′ ′

 Z�
:     و
41

30

a b

a b

=
+ =

′ ′
′ ′

*��@��
        ا����* 

2d : 2ا�@��*   =  

 ( )E   }>�2�  
1 21

15

a b

a b

+ =
+ =

′ ′
′ ′

 Z�
:     و
20

15

a b

a b

=
+ =

′ ′
′ ′

*��@��
        ا����* 

3d : 3ا�@��*   =  

 ( )E   }>�2�  
1 14

10

a b

a b

+ =
+ =

′ ′
′ ′

 Z�
:     و
13

10

a b

a b

=
+ =

′ ′
′ ′

*��@��
        ا����* 

6d : 4 ا�@��*  =  

 ( )E   }>�2�  
1 7

5

a b

a b

+ =
+ =

′ ′
′ ′


:  �Z     و
6

5

a b

a b

=
+ =

′ ′
′ ′

 Z�
:        و
2

3

a

b

=
=

′
′

  

  /�����E6: و 2 12
6 3 18

a d a
b d b

= × =
= × = × =

′= ×
3:   إذن   .     ′

5

12
18

u
u

=
=  

   :0uا�0���ج \��*  

) أ�0س ا�������*  )nu 5 ه� 4 18 15 3r u u= − = − =  
3:  و��8��  0 3u u r= + Z�
0:   و 3 3 12 3 3 3u u r= − = − × =  

0:  إذن  3u =  
2( *Eآ�� nu *�!�E n  :0   3 3nu u n nr= + × = +  


"  �ود ا�������* 2010 �+��ن أن  �ّ  ( )nu:   

" ا����واة   :2010 3 3n= + ���   :669n = /��+C د��  . وه� 

) ه�  ّ� 
"  �ود ا�������* 2010 �����: أن ا���د  )nu Z�+670 ور�.   
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"5 ����" ا�@ّ� ا�Iي ا��Eاء 
�Z �28ن 
���ع )3 *+\���
)  �ود  )nu 10080ه�:   
��Z ه� A@+� يIض أن ا�@ّ� ا��Q� puو �� ا�����9ت <`ن ،   

 1 2 3 4    10080p p p p pu u u u u+ + + ++ + + + = ...  ( )∗  

 "2�  :1   p pu u r+ = + ،2   2p pu u r+ = + ، 3   3p pu u r+ = +  

4 و   4p pu u r+ = +  

���;I ا����واة  ��2� ( 5:  آ�� �8/ ∗(  10 10080pu r+ =   

 Z�
10080:  و 10 10080 30 2010
5 5pu r− −= = 2010pu: إذن   .   = =  

   :nS  ��ب ا�����ع -أ )4
  
  
  

 ( )0 2 2 0 21
2 1...   

2
 n nnS nu u u u u u+= + + + + = +  

0:  و��8��  3u 2   و  = 0   2 3 6nu u n nr= + × = +  

 Z�
):  و )( )3 1 2 1nS n n= + +  

   :2S و 1S ا�0���ج ا�������" - ب
 1S ع���
1n ه�  
�����*  ���E*  ّ�ه� ا.ول+ "
0  ّ�ا ا.و�	  3u =  ��   وأ0�0

 2 6r r= =′.   

 
( )

( ) ( )

0 2 4 2 0 21

2

 1...   
2

1    3 3 6 3 1
2

  

 

n nS nu u u u u u

n n n

+= + + + + = +

+= + + = +
  

2S ع���

�����*  ���E*  ّ�ه� ا.ولn ه�  "
1  ّ�ا ا.و�	   6u =  ��   وأ0�0

 2 6r r= =′  

 
( )

( )( ) ( )

 1 3 5 2 1 1 2 12
...    

2

    6 6 6 1 3 1
2

  n nS nu u u u u u

n n n n

− −= + + + + = +

= + + − = +
  

 *i %
1 وi %�E* أن 2�81S"  ��ب :   2 nS S S+ = :����� 2S.    
  

= ا�����ع  
2

ا�@�ود  ��د
�+ ا�@ّ� ا.ول 
" ا�����ع  ( �o.ا�@ّ� ا Z�
 ( 
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�� ا	�

ا��ا :   

f ��ب   -أ) 1 ′ ،  f ′′:   

  �) :�Iآ� )uv u v v u= +′ ′ ′  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 4 3 4 3 7x xxf x x e e x x e′ ′= + + + = +′   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 7 3 7 3 10x xxf x x e e x x e′ ′= + + + = +′′  


" أ1W آ1 Zه�ن أ��
"n ا�+ ∗
n ن`> ( ) ( ) ( )3 3 4n xf x x n e= + +:   

  /���np  *�Nا��� ″ ( ) ( ) ( )3 3 4n xf x x n e= + + ″      

 *@N "
 H�@ا�� 
1

p:   

)ا�9�ف ا.ول ��8وي   ) ( ) ( )1f fx x= ′   

) ا�9�ف ا���B/ ��8وي  ) ( )3 3 1 4 3 7x xx e x e+ × + = +  

 Z�
  ا�9�ف ا.ول ��8وي ا�9�ف ا���B/ :  و
: إذن  

1
p *@�@N  

�ض أن Q� np أي *@�@N : ( ) ( ) ( )3 3 4n xf x x n e= + +     

N@*و�+�ه"  
1+np أي : ( ) ( ) ( )( )1 3 3 1 4n xf x x n e+ = + + +    

               

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( )

1 3 3 4

                 3 3 4 3 3 4

...                   3 3 1 4

n n x

x x

x

f fx x x n e

x n e e x n

x n e

+    = = + +    

= + + + + +

= = + + +

′ ′

′ ′  

  Z�
: و
1+np*@�@N   


" أ1W آ1  :إذن   n"
 ∗
n ن`> ( ) ( ) ( )3 3 4n xf x x n e= + +                           .  

) ا�0���ج  1 ا����د�* ا����Y�Q* -ب )3 16 xy x e= +′′:   

 ��8��  :( )3 16 xy x e= +′′    

 Z�
) و ) ( )3 16 3  3 13  x xc cy x e x e= + − + = + +′  )c&  /���  RE�(  

 ��8��: 
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 /�����Eو  :( ) ( )3 13 3  3 10  x xc c c cy x e x x e x= + − + + = + + +′ ′  

 A�  c و  c′ ن�����ن  ��E�& .  

)  ��ل ا����د�* ا����Y�Q* : إذن  )3 16 xy x e=   :    �y A ه/ ا��وال ′′+

 ( )3 10  x c cy x e x= + + + ′  )c و  c′ ن�����ن  ��E�& (  

) �+��ن أن -أ) 2 ) 0lim
x

f x
→−∞

=  :  

 ��8��   :( ) ( )3 4 3  4x x xf x x e x e e= + = +  

:  و���� أن 
∞−→

=
x

xe 0 lim   0  وlim x
x

xe
→− ∞

= Z�
):   و ) 0lim
x

f x
→−∞

=  

 *������ /0���� ا���Qرب ����@�/ :  ا����
 �����
 1Nا�Qر ا��@
( )fcار��E−∞  

ّ�� ا��ا�* -ب a� Mدرا0* ا��� f:   

) و���W أن - أ-1 
" ا��zال  ) ( )3 7 xf x x e= )  و�����E/ <`ن إ�dرة′+ )f x′  


" ��Q إ�dرة  ( )3 7x   : و
�Z ا����;: ا�����* +

   ( ) 0f x =′  }>�28  7
3

x = −       

   ( ) 0f x <′  }>�28  7
3

x < −     

   ( ) 0f x >′  }>�28  7
3

x > −   

��	 ا����ل  
���\?*fا��ا�* :  إذن  �
��� 7  ;
3

 −∞ −
 

��	  و
�Lا�8ة �
���    

7ا����ل    ;  
3

 − + ∞
 

.     

ّ��ات ا��ا�* a� ول�W f :   

 ( ) 7
37 3

3
f e−= −−  

 ( )lim
x

f x
→+∞

=+∞  

  


��د�* �����س -أ) 3 *Eآ�� ( )∆ /�@���� ( )fc *9��ا� /> ω ����N�> /10ا��
3

−:   

 �
��د�* 
��س ا���@�/ ا���1B ��ا�*  : �Iآ�f�  *�N�Q9* ذات ا��ا�� ��a /ه :  
 ( ) ( ) ( )afaaf xy +−= ′ .  

( )f x′

x 7
3

− ∞+
0 +−

−∞

x

( )f x′

( )f x

− +
∞+

0

−∞

0

7
3

−

∞+

7
33e−−
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) و���Z <`ن 
��د�* ا����س    : ه/ ∆(

 ( )
10 10 10 10
3 3 3 3103 6 3 16

3
y e x e e x e

− − − −= − + − = − −  

) ه/ ��9* ا���9ف ����@�/ ω �+��ن أن -ب  )fc:   

  ����"  دا�* \��d%� *�E��ق I�: fآ�

��ل  	��I،  0x د��  "
 /��� I .   
fا���3�*  إذا ا���
R ا��ا�*  ′′���0x  ن`> ��ّ��ة إ�dر�a
)���9* ا )( )000  ; xx fM    

   .f ه/ ��9* ا���9ف ����@�/ ا���1B ���ا�* 

���" \��d%� *�E��ق  f ا��ا�* 
	��r و  ( ) ( )3 10 xf x x e= +′′  

 ( ) 0f x =′′  }>�28  3 10 0x + = Z�
10:   و
3

x = −  

 ( ) 0f x >′′  }>�28  10
3

x > −  

 ( ) 0f x <′′  }>�28  10
3

x < −  

f ا��ا�*  ′′ ���0 ����م 
10
3

x = −��Eو ��ّ��ة إ�dر�a
   ه/ �����ω  *9/ <`ن ا���9*  

) ا���9ف ����@�/  )fc.   

) رW- �0ـ  ) و ∆( )fc ا����ل 	�� ] ] ; 0−∞:    

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

( )fc

( )∆

O x

y

ω

( )f x′′

x 10
3

− ∞+

0 +−
−∞
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  ��ب -أ) 4
1

x tdte t
−∫:   

  *;L����E *�
9�8�* ا���2E �
��ل  v و I�:  "2�� uآ� 	��   دا���" \��d%� "���E��ق 
 I ������ن ��	 ′v و ′A�@E u أن ا��ا���" ا���3���" ����
 I.   


" أ1W آ1 ��د8"  �����"  a و b "
 I ��8�� ، :  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) xxvxuxvxuxxvxu dd
b

a

b
a

b

a
            ∫∫ ′′ −=   

 UP�  :
( )
( )  t

u t t

v t e

=


= ′
 Z�
:     و

( )
( )

1

 t

u t

v t e

=


=

′
     

 /�����Eو :  

  

( ) ( )

1 11

1

2 1 1  

         

                 

xx xtt t

x
t x

d dte x te e x

t e x e e

− −−

−

 =
  

 = − = − +
  

−∫ ∫
  

��	 ا����ل f ا�0���ج دا�* أ��N* ���ا�*  ] ] ; 0−∞ :   

"2�� F*ا���� *��Nدا�* أ f ا����ل 	�� ] ] ; 0−∞   

 ��8��  :( ) ( )3 4 3  4x x xf x x e x e e= + = +  


):�Z  و ) ( ) ( )3 1  4 3 1x x xF k kx x e e x e= − + + = + +   

):  إذن  ) ( )3 1 xF kx x e= + +A�  k /���  RE�& .  

)  ��ب -ب  )A λ:   

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

4 4
3 3

4 4
3 3λ

λ λ

λ

A λ  3 4  

        3 1  3 1  3

x

x

f d dx x x e x

x e e eλ

− −

− −

= − = − + =

 = − + = + + 

∫ ∫
  

):  إذن  ) ( )
4
3λA λ 3 1  3 .e e u aλ

−
= + +  

)  ��ب  )
λ
lim A λ
→−∞

:   
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 ��8��  :( ) ( )
4 4
3 3λ λ λA 3 1  3 3   3λ λ λe e e e e

− −
= + + = + +   

λ : و���� أن 

λ
lim 0e
→−∞

λ و   =

λ
lim 3 0λe
→−∞

=    

 Z�
):  و )
4
3

λ
lim A 3λ e

−

→−∞
=  
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����
  "! ا
	���ع ا
  

�� ا�ول 	�
   : ا

)  1 ا����د�* )1 )E:   


��� أو $ %
�ه�* _�ص ( : +
  )ا����0ل 
) ����"  �o 1ص �����د�*  )E :   

  *�;��Bا�( ) ( )00  ;  1 ; 2x y )  �o 1ص �����د�* = )E  

) 1 ا����د�*   )E:   

 ��8��   :
0 0

13 7 1

13 7 1

x y
x y

− = −
− = −

 Z�
):     و ) ( )0 013 7 0x x y y− − − =  

 /�����Eو  :( ) ( )0 013 7x x y y− = − ...   ( )∗  


" ا����واة  ( )  8��� ا���اء 7 �����: أن ∗( )013 x x−  

�ه�* _�ص <`ن  13و   7 و��E أن +
��� و �� ��E ���> 7 أو���ن ���0  8x x−  
  Z�
0: و 7kx x− =  /�����E7: و 1kx = ) و�8�����E </ ا����د�* + )E   

 ���  :13 2ky = +  

)  ��ل ا����د�*:إذن   )E ت��;��Bه/ ا�( )yx  ;  A�    :( )7 1

13 2

k
k

k

x
y

= +
∈

= +
z   

  �&��' ���
�8�* ا���ا<�* ( :  $C ا����0ل(  
) ���2 ا����د�*  )E �8د��E *�>����0ل ا���ا�E 7 /�8 آ��  :[ ] 13 1 7x ≡ −  

]:  و���� أن  ] 13 1 7≡ − /�����Eو : [ ]1 7x− ≡ 
�Z و  − :[ ] 1 7x ≡     

Z���7  : و 1kx = )و�8�����E </ ا����د�*   + )E ���  :13 2ky = +  

 a A�@E ����" ا.��اد ا�?@�@* ا���+�* )2
[ ]

[ ]
1 7

0 13

a

a

≡ −

≡
:      

 ��8��  :
[ ]

[ ]
1 7

0 13

a

a

≡ −

≡
 Z�
:      و

7 1

13

a

a

λ
λ

= −
= ′

 A�     λو λ′ن�@�@N دان��   

 /�����E7:  و 1 13λ λ− = 13:   أي ′ 7 1 λ λ− = −′  

) : و �� ا��zال ا���HE �����: أن  )7 1

13 2

k
k

k

x
y

λ
λ

= = +
∈

= = +

′
z  
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 /> �8�����E7 و 1a λ= 13a  أو </ − λ= ′ ���   :91 13a k= +   
91:  إذن  13a k= +  A�   k ∈z  

��	 9n درا�E *0ا\/ ا����* اg\���8* ����د )3 7:    

[ ]09  1 7≡  ،  [ ]19  2 7≡  ،  [ ]29  4 7≡  ،  [ ]39  1 7≡   

]  :�����: أن   ]39 1 7k ≡  ، [ ]3 19  2 7k + ≡  ،  [ ]3 29  4 7k + ≡   

�����?  83* ودوره�   دور7 ��	 �E 9nا\/ ا����* اg\���8* ����د :إذن   />    
 /�mا ا���ول �8لّ  (: ا���ول اIه /> k /��+C د�� 	�� (  

n  3k  3 1k +  3 2k +  

  4  2  1  ا�+�ا\/

  
��	 9n درا�E *0ا\/ ا����* اg\���8* ����د  13:    

 [ ]09  1 13≡   ، [ ]19  9 13≡  ،  [ ]29  3 13≡   ، [ ]39  1 13≡   

]  :�����: أن   ]39 1 13k ′ ≡ ،  [ ]3 19  9 13k ′+ ≡  ،  [ ]3 29  3 13k ′+ ≡   

�����?  3  دور8* ودوره� 13 ��	 9n* اg\���8* ����د  �Eا\/ ا����:إذن   />    
 /�mا ا���ول �8لّ  (: ا���ول اIه /> k ′ /��+C د�� 	�� (  

n  3k ′  3 1k ′ +  3 2k ′ +  

  3  9  1  ا�+�ا\/

  
4( "���� α و β �28ن 	�  b 	�� *����� %E�\ 91:   

 ��E أن 
9

00 086 b βα= 0  وα 1  <`ن  ≠ 8α≤ 0  و ≥ 8β≤ ≤   

 
9 2 3 4 5 6

3 6

00 086 6 8 9 0 9 9 0 9 0 9 9

  6 8 9 9  9

b β β

β

α α
α

= = + × + × + × + × + × + ×

= + × + × + ×
  

 ��8��  :[ ]0 91b ]:   أي ≡ ]0 7 13b ≡ × Z�
:   و
[ ]
[ ]

0 7

0 13

b

b

≡

≡
  

��	 ا����* ) 3( و����0�Eل ���;: ا��zال  1?@� : 
[ ]

[ ]
1 7

0 13

β
β

α
α

+ ≡ −

+ ≡
  

 Z�
):  و ) ( ) ( ) ( ) ( ){ };  5 ; 8  6 ; 7 , 7 ; 6 , 8 ; 5, βα ∈   
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  �(")*: "����� α و β /�mول ا����E *����0!2�8" ا ، :  

8  7  6  5  4  3  2  1  α   
    β  

8  7  6  5  4  3  2  1  0  
9  8  7  6  5  4  3  2  1  

10  9  8  7  6  5  4  3  2  
11  10  9  8  7  6  5  4  3  
12  11  10  9  8  7  6  5  4  
13  12  11  10  9  8  7  6  5  
14  13  12  11  10  9  8  7  6  
15  14  13  12  11  10  9  8  7  
16  15  14  13  12  11  10  9  8  

  
 

�� ا	�
   : ����ا

)�������* ��1�B و�E� /9�0آ� )1 )D:   

) ��2ن  )zyxM  ; ;  *9��  "
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 ��8�� :( )1; 2 ; 0AB )   و − )1; 0 ; 3AC −  
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):  و��8��  )ABCA∈ Z�
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+++=0 ا����د�*  dcba zyx �W/ ا������ه/ ا���د ا�@ ( )( )PAd  ;  A�  :  

  
  
   

�ة ��� Cz����0ل ا����واة ا���Eو :   
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∈
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∈
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 ��8�� :( ) 0 ;  2 ; 0B و ( )5 1812 ; ; 
17 17 17

H Z�
: و
833 7

17  
289 17

BH = =  

  
 �
��

�� ا	�
   : ا

  n9o  -أ) 1
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  ا
	���ع ا�ول 


�� ا�ول	�
   )  ���ط4 ( :  ا

� ا����د�* +��� : ( )1 ...  2009657 =+ yx A�   xو y ن�@�@N دان�� .  
) Eّ�" أ�Z إذا آ��R ا�B��;�* -   أ )yx �� ����د y<`ن ) 1(  % �����د�*  ; �P
 7.   
  ) .1(  1 ا����د�* - ب

��	 �E n2ا\/ ا����* اg\���8* ����د 9�n+��/  ادرس  �� \�� ا���د ا 9.   
�ّ�" \�� ا���د ا�9+��/  n +1 ا���د�8 A�@E 23  2  6 ++ nn 	��   .9 ا����* 

 /��+C د��
" أ1W آ1  UP� n  ، 1 2  6 −= n
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   .9 8�+1 ا����* ��	 @� nu�H أن -   أ
):   1 ا����د�* - ب ) ( ) ( )2 ...  126567   7 21  =+ yuxu ل��) ذات ا��� )yx  ;    

 A�       xو y ن�@�@N دان�� .  
�ّ�" ا�W - *�;��Bـ ( )yx  ;  1  )2 ( A� 0x 0 وy U
��دان C+����ن  250 ≥y.   
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   )� � ��4.5 ( : ����ا
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 ����E ودLء ا���PQا� /> :  
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��د�* ������ي  �W ( )ABC.   

) �B�� �W% و��9�0 ��������  )BC.   

 ( )P Zد����
0222:  ا�����ي ا�Iي  =−++ zyx.   
) Eّ�" أن ا������8" -  أ )P و ( )ABC ن��C���
 .  

) Eّ�" أن ا�����ي - ب )P "��9��1�38 ا� B و Cذا �����: ؟�
 ،   
 "�ّ� ( )E #��ا� *����
 M H�@� /ء ا���PQا� "
  :  

     2       MCMBMAMCMBMA −−=++  

  
  

ر��Y�8ت : ا����2E2010  .   *+�3ر�8   

( )   ,  ,  ;  kjiO
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�� ا	�
�ا
�� : ) 4.5�� � �(   

�* ا.��اد ا���آ+* ���
 /> �+��� c  *ا����د� :( )Ezzz  ...  09 3 3     23 =−+−  

)  1 �����د�* @� 3�H أن - أ )E *����@اد ا����ّ�" ا. �& ، a ، b و cA�@E   

�آ� 

" أ1W آ1 ��د  z ، ( ) ( )cba zzzzzz ++−=−+− 223  39 3 3       
) ا����د�* c  1 </ - ب )E.   

� ا���# ������  ا�����
� ا����� ا�����ب إ�	 ا� </ ا�����ي +��� ،                  

 A ، B و C*+آ��N  3=Az ،   3izBر ا.��اد ا�� 3izC   و = −=.   
  A�Bأن ا�� "�ّE ABC ع%Y.�8 ا���
 .  

 D ��6ا���9* ا��/ ! ��
5π

2
i

ezD �آ�N  MLر��� ���Eوران ا�Iي 
E و =O  

 Z�8وزاو 
3
π .  "�ّ�Ez *9��ا� *� ! E.   

 F ��1 3  ا���9* ا��/ ! ��  izF −=.   

 ا �� -  أ
E

F

z
z

)��"  وا�0��: أن ا������ )OE و ( )OF ان�
���
 .  

�ّ�" - ب Gz *9��ا� *� ! G �28ن A�@E OEGF ��E�
 .  

  
  

�� ا	�

ا��ا : ) 7�� � �(   

Ι-  g  *ا���ا���د8*ا��ا�  	�� *>�r ــE   :( ) ( ) 3 3  −−= xexxg.    

�ات ا��ا�* �a� ادرس g  .  

)Eّ�" أن ا����د�*   ) 0=xg 1+��  />r �omوم وا��
     �α A  ��" أ �ه�� 
      83.282.2 << α.       

) ، إ�dرة x ا�0��: ،  �� \��  )xg .  

ΙΙ-  f *ا���د8*  ا��ا� 	�� *>� :   آ�� r/�8ا���
( )

( ) 00

0  ;   
1   

3

=

≠
−

=

f

f x
e

xx x   

 /��� ( )fC����B�� ا�������                 ا�+���/ </ ا����� ا����� �
              .    

00 ��+1 ا!�d��ق ��� E fّ�" أن ا��ا�* - أ =x.   

( )  ,  ; vuO

( )  ,  ; jiO
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) اآ�� 
��د�* �ــ - ب )T /�@�س ا����
 ( )fC ا��+�أ ��� O .   

:  Eّ�" أن - أ
∞+→

− =
x

xex 0 3lim �� ا �& ( )
∞+→x

xf lim �� ا ، ( )
∞−→x

xf lim.   


" أ1W - ب Zأ� "�ّE 0≠x ن`> ( )
( )

( )x
e

xx gf
x 2

2

1   
 

−
=′.   

) �@�H أن - Wـ ) ( )ααα   3   2 −=f Z� ا�?  "�ّ� �& .  
ّ��ات ا��ا�* -د  a� ول�W }3أ� f.   

) ا �� - أ ) 3   xxf ) وا�0��: ا����Y* ا���+�* �ــ + )fC و ( )C  /�@�
   

3xx ا��ا�*  −a.   

) Eّ�" أن - ب )( )
∞−→

=+
x

xxf 0     3lim����ا� �  .* ه����0  و<ّ�

) أ��Q� /> }3 ا����� ا����س  )T "���@�وا�� ( )C و ( )fC .   
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����
   ا
	���ع ا


�� ا�ول	�
   )  ���ط4 ( :  ا

/��+C د��
" أ1W آ1  ، Zه" أ��E n33 1  ، ا���د −n 	��   .13 8�+1 ا����* 

" أ1W آ1 ��د C+��/  ا�0��: ، Zأ�n "8ا���د "
3 3 ، 8�+1 آ1  13 −+nو    

 9 3 23 −+n 	��   .13 ا����* 
�ّ�" ،  �� \�� ا���د ا�9+��/ nا� /\�E ،  8* ����د���\gا *���n3 	�� 13  ،   

 *��\ /\�E :���020102005 وا 	�� 13.   

/��+C د��
" أ1W آ1  ، UP� p ، ppp
pA 32 3 3 3 ++=.   


" أ1W -   أ np 3=��� *8���\g* ا���ا� /\�E "�ّ���	 �pAد ،  13.   

�ه" أ�Z إذا آ�ن - بE 13 += np ن`> pA 	��   .13 8�+1 ا����* 

�ّ�" �E\/ ا����* اg\���8* ����د- Wـ pA 	�� 13 1Wأ "
 23 += np.   

  : آ�� �i� /> 3 /�8م ا��ّ� ذي ا.�0س b و a ��28 ا���دان ا�9+����ن 
 1001001000=a  0001000100010  و=b   

  .���iم ا��3�ي  </ اpA �28+�ن ��	 ا�b 123 و @� a�H أن ا���د8" -   أ


" ا���د8" - ب 8* �12���\g* ا���ا� /\�E :���0ا a و b 	�� 13.   
  
 

�� ا	�
    )  ���ط5 ( : ����ا

                  .������  ا�����
� وا����� 
���ب إ�	 ا�  ا�����ي
 /��� A ، B و I ������	 ا�� ��  :  ا���# ا��/ ��ا �

  izA 41 −=  ،  izB 21 izI  و  =−− 21 −=   

��� ا���#  -   أ A ، B و I .  

 اآ�� ��	 ا�123 ا��+�ي ا���د ا���آ� - ب
BI

AI

zz
zz

Z
  

  

−
−=.   


� ه� ��ع ا��W - A�Bـ ABI؟   
�آ�N I MLرة C  -  د
   .2 و��+����E A Z@�آ/ ا�Iي 
   .��� C�Cz *9 ا �� ا�% �* -    
�pW ا����* ا��B��D *  - هـ
 ( ) ( ) ( ){ } 1 ;  , 1 ;  , 1 ;  CBA −.   

   . ��� D�Dz *9 ا�% �*  ا ��-    
�E ABCD UEّ�" أن -  و
 .  

( )  ,  ; vuO
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�ّ�" وأ�  }3( )1Γ #��ا� *����
 M A�  ا�����ي "
 :  

      
2
1      MCMAMCMBMA +=+−  

�ّ�" وأ�3{   ( )2Γ #��ا� *����
 M A�  ا�����ي "
 :  

1      =+− MCMBMA  

  
 

�� ا	�
�ا
    )  ���ط4 ( : ��

� ا���#  +���  ،                       �����

� و���
 ����E ودLء ا���PQا� /> :  
 ( )1 ; 2 ; 1−A  ،( )3 ; 1 ; 2 B و ( )2 ;  1 ; 0 −C "2و�� ، ( )P#��ا� *����
   
 M A�@E ء�PQا� "
  :BMAM =.   

) Eّ�" أن  )P Zد����
0423:  ه� ا�����ي ا�Iي  =−+− zyx.   


��د�* ������ي  "�ّ� ( )Q *9��ي 1�38 ا�Iا� A و�8ازي ا�����ي ( )P.   

) ��������  اآ�� ���B% و��9�0- أ )D 1�38 يIا� C �
) و��8 )P.   
�ّ�" إ �ا&��ت -ب      E UC��� *9�� ( )Q و ( )D.   

) وا������� A ا �� ا����<* �E" ا���W     - *9ـ )D.   

�ّ�" ���B% و��9�0 ������ي  ( )π ���ي 8@�ي ا����Iا� ( )AC �
   و��8
) ا�����ي  )P Z� *د���
  . ، &� ا�0��: 

  
 

�� ا	�
   )  ���ط7 ( : 
ا��ا
 g*ا��ا�  	�� *>�[ ا��� ) :   آ�� 0/�8 ; +∞] ) xxxg ln21 −−= و  ( )gC  

�� ا�+���/ </ ا�����ي ا�����ب إ�	 ا����� ا�����
� وا�������                 ��B��   
   .cm 4 و �ة ا��9ل ه/ 

) ا ��  )
>→ 0

  lim
x

xg ��0��ا�����* ه ��ّ> �& .  

) Eّ�" أن - أ )
∞+→

∞+=
x

xg lim.   

�ات ا��ا�*  - ب�a� ادرسg  .  
) ا �� - Wـ )1g.   
�ه" أن - دE  *ا����د�( ) 0=xg1+�� أ �ه�� "�Q���
 "��  α A� 6.35.3 <<α     

) ا�0��: إ�dرة - هـ )xg رة�dإ �& ( ) 1xg.   

( )   ,  ,  ;  kjiO

( )  ,  ; jiO
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 f *ا���د8*  ا��ا� 	�� *>�]ا���    :  آ�� 0/�8 ; +∞]

( )
( ) 00

0  ;      ln22

=
>++−=

f

f xxxxxx
  

 ا �� -  أ
( )

>→ 0

  lim
x x

xf
ّ�� ا�����* ه����0  و<.  

��� f ا �� ���8* ا��ا�* - ب ∞+.   


" أ1W آW - 1ـ Zأ� "�ّE x "
 ] [  ; 0 ) <`ن +∞ ) ( ) 1  xxx gf =′  

ّ�� ا��ا�* -   a� Mا�0��: ا��� f.   
ّ��ات ا��ا�* -  دa� ول�W 12d f.   

):  Eّ�" أن -    ) 22

1
  

1
α

α
α

−=f ا ����د�) وا�0��:  ? ) 1αf  

)  ار�0 ا���@�/ )fC *1 ���ا�Bا��� f ا����ل 	�� [ ]3 ; 0     .              
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  ا
	���ع ا�ول "! 


�� ا�ول	�
   :  ا

)�+��ن أ�Z إذا آ��R  - أ )yx �� ����د y<`ن ) 1(  % �����د�*  ; �P
 7:   
�ه�* _�ص +�E �
��و
* c و I� : a ، bآ� ��_ *@�@N اد��  .  أ

   .8 c��� a <`ن b أو��� 
a U وآ�ن ×cb ا���اء a إذا \�� ا���د 
 ��8��  :2009657 =+ yx Z�
xy:   و 7200965 −=   

 /�����Eو  :( )   287765 xy     أو�/ 
��E7 U أن و  8y65���  7  ،  �����: أن =−
�� ����د yوهIا �8�/ أن  y  8��� 7  و �� _�ص <`ن 65 �P
 7.   

)إذا آ��R ا�B��;�*  : إذن  )yx �� ����د y<`ن ) 1(  % �����د�*  ; �P
 7.   
  ) :1(  1 ا����د�* - ب

 y د���� ���P
 7 M���
  : p�@N د�� �W�8k A�@E ky 7=  /> �8�����Eو   
��	 ) 1(����د�*  ا 1?@� :kx 65287 −=.   
) ه/ ا�B��;��ت )1(  ��ل ا����د�* :إذن   )yx  ;  A�   :  
  

��	 n2 درا�E *0ا\/ ا����* اg\���8* ����د  9:   

 [ ]9  1  20 ≡ ، [ ]9  2  21 ≡ ، [ ]9  4  22 ≡ ، [ ]9  8  23 ≡ ، [ ]9  7  24 ≡،   

 [ ]9  5  25 ≡ ، [ ]9  1  26     6دور8* ودوره�   9 ��	 �En2ا\/ \��* �����: أن  . ≡
  /�mا���ول ا /> ��?��� : )Iا���ولا</ ه  k ��  )C+��/  د

56 +k  46 +k  36 +k  26 +k  16 +k  k6  n  

5  7  8  4  2  1  ≡n2  
   

 ��\ "���� nA�@E  +1 ا���د�2  23 8  6 ++ nn 	��   :9 ا����* 


" ا��zال   /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� :����� n ، [ ] 9 126 ≡n   

���;I ا��%\*  ��2�  :[ ]9  023  2  6 ≡++ nn /�8 آ��   :[ ]9  023  1  ≡++ n   
 Z�
] : و ]9  63  ≡n Z���]: ، و ]3  2  ≡n /�����E23: و += αn U
 n∈α  

2  23 8�+1 ا���د : إذن   6 ++ nn 	��
" أ1W 9 ا����*   23 += αn، n∈α  
   :9ا����* ��	  8�nu 1+ ا��@�H أن - أ


" ا��zال   /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� :����� n ، [ ] 9 126 ≡n  

( )z∈=
+−=

k
k

k

y
x

7

28765
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 Z�
]:  و ] 9 01 26 ≡−n أي   :[ ] 9 0 ≡nu.   

" أ1W آ1 ��د C+��/ : إذن  n ، nu1+�8  	��   .9 ا����* 

  ) :2(  1 ا����د�* - ب

 ��8��  :6312  6
1 =−=u  12  2 40951  و

2 =−=u  
637  0954 126567:  آ�� �8/ ) 2( ���2 ���;I ا����د�*   =+× yx  

 	�� "�>���	 ا����د�* 63 وE���* ا�9 7  56 2009:   �@?1  =+ yxأي أن   
�* ا�@��ل ) . 1(���د�* ��2<{ ا�) 2( ا����د�* ���
 �Q� ���  .�����: أن �

) ه/ ا�B��;��ت )1(  ��ل ا����د�* :إذن   )yx  ;  A�   :  
  

) ����" ا�W- *�;��Bـ )yx  ;  1  )2 ( A� 0x 0 وy U
��دان C+����ن  250 ≥y:   

 ��8��   :00 ≥x 250 و ≥y Z�
028765:   و ≥+− k 257 و ≥k  

 /�����E41.4:  و≤k 57.3 و≥k 4  �����: أن=k.   
) :إذن   ) ( )28 ; 27 ; =yx.   
  
 ����

�� ا	�
    ) ����  4.5(  : ا

  : ���R </ ا�0��
�* C و A ، B �+��ن أن ا���# 

 �
���M   </ ا�0��
�* ���C R و A ، Bا���#   : �Iآ� :��    AC و ABن ا���3
 ��9o "�9+��
 ��_ .  

  AB و  AC/���  د����+�9ن ��9o �8�/ و�Wد 
  t A�   :ABAC t   =    

 ��8��  :( )0 ; 1 ; 2 −BA  و  ( )2 ; 0 ; 2 −CA "��   و  BA  و�����E/ <`ن ا���3

 CA ��9o "�9+��
 ���د  ���/ (   _� �W�8 !t  A�@E ABAC t   =( .   

  . ���R </ ا�0��
�* C و A ، B  ا���#  : إذن 


��د�* ������ي إ��8د  ( )ABC:   

���C8 و ��E A ، B أن ا���#  "�ّ�� ���`> ، *�
)�  ���R </ ا�0�� )ABC.   

)إذا آ�ن   )cban �� �����l ������ي ;;    ��d ( )ABC ن`>  : 
n
n

AC

AB

 

 

⊥
⊥

  

( )z∈=
+−=

k
k

k

y
x

7

28765
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 Z�
:   و
0 . 

0 . 

=
=

n
n

AC

AB
 /�����Eو      :

022

02

=+−
=+−
ca

ba
  U
       وE@1 هMI ا����* 

�ض > 1=c ���    :( )1 ; 2 ; 1n.   

��د�* ������ي  I;���) ��2ن  )ABC 123ا� "
 02 =+++ dzyx  

):  و��8��  )ABCA∈ Z�
00022:  و =++×+ d :��8  :2−=d  

��د�* ������ي :إذن   ( )ABC   /022 ه =−++ zyx    

) إ��8د ��1�B و9�0/ ��������  )BC:   
) ��2ن )zyxM  ; ;   "
 *9�� ( )BC /���  د�� �W# إذا و�إذا و< t A�@E   :  

 BCMB t =  .  ��8��: ( )2 ; 1 ; 0 −BC /1 ا��9�0/ ا�����Bا��� Z�
  :   و

 ( )
tz

tty
x

2 
  
2 

  
 

      
=

∈−=
=

r  

)ن أن ا������8" �+�� - أ )P و ( )ABC ن��C���
 :  
 ( )1 ; 2 ; 2  u ـ� /�l�� ع��d ( )P و ( )1 ; 2 ; 1n ـ� /�l�� ع��d ( )ABC  

��+n ��9o "�9 و u ا���3��ن 
 ���د  ���/( _� �W�8 ! k   A� nu k   = (  
)ا������8"  �����: أن  )P و ( )ABC ن��C���
 .  

) �+��ن أن ا�����ي -ب )P "��9��1�38 ا� B و C:   
) ا�����ي  )P "��9��1�38 ا� B و C# إذا آ�إذا و<  "
    C وR��B إ �ا&��ت آ1 

@� 0222�H ا����د�*  =−++ zyx.   
 ��8��  :022201202 =−=−+×+× Z�
):   و )PB∈  

022220202:  و��8��  =−=−+×+× Z�
):   و )PC∈  
)  ا�����ي: إذن  )P "��9��1�38 ا� B و C .   

)ا������� :  ا!�0���ج  )BC "�8ا����� UC��� �����
) ه�  )P و ( )ABC.   

 *�) ����" ا����� )E:   
 ( )EM ∈   }>�28       2       MCMBMAMCMBMA −−=++  

 "2�� G A�B1 ا���& Lآ�
 ABC Z�
MGMCMBMA:    و 3      =++  

              
( ) ( )

( ) ADACAB

ACMAABMAMAMCMBMA

                                     

        2      2

−=+−=
+−+−=−−

  

 A�  ABDC�
) ه/ Dإ �ا&��ت ا���9* (  �ازي أY%ع    )2 ; 1 ; 2−. (   

:و��8��   
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 Z�
):  و )EM ∈   }>�28  AD MG −=   3  /�����Eو   :ADGM
3
1=  

) : إذن  )E *9��ه� ا�Lآ�
) ه/ p90 ا�2�ة ا��/  ) 32 ; 3
1 ; 

3
2 G  ه��   و�?� \9

 
3

 21
3
1 == AGAD )   *�)2�8" ����" ا����� )E *د����E أي �����@� . (  

  

�� ا	�
�ا
�� : ) 4.5�� � �(   

�* ا.��اد ا���آ+* ���
 /> �+��� c *ا����د�  :( )Ezzz  ...  09 3 3     23 =−+−  

)  1 �����د�* 3 ا��@�H أن - أ )E:   

 ��8��  :036369 33 3 3   3   23 =−=−×+×− Z�
)  1 �����د�* 3:   و )E.   

 "���� a ، b و c:  ( ) ( )cba zzzzzz ++−=−+− 223  39 3 3       

" أ1W آ1  z "
 c :   

 ( ) ( ) ( ) ( ) cbcbacba zzzzzz 33 3 ... 3  232 −−+−+==++−    

 Z�
):  و ) ( ) 93333 3   
2

  
323  −+−=−−+−+ zzzzzz cbcba  

:   �����: أن 

93
33
33

1

−=−
=−
−=−

=

c
bc

b
a

 Z�
:        و
3
0
1

=
=
=

c
b
a

  


" أ1W آ1 : إذن   z "
 c  ، ( ) ( ) 03 3 2 =+− zz  
)  1 ا����د�* - ب )E:   

 ��8��  :09 3 3     23 =−+− zzz   }>�28   ( ) ( ) 03 3 2 =+− zz    

 Z�
03:  و =−z 2 03 أو =+z   

 /�����E3:  و=z  أو  ( )222
 3  33 iiz ==−=  

) �����د�* :إذن   )E  /31 &%&*  ��ل ه =z ،   32 iz 33   و = iz −=.   

 ��+� A�Bن أن ا��ABC ع%Y.�8 ا���
 :  

 ��8��    : 32 3 3   =−=−= izz ABAB  

         32 3 3   =−−=−= izz ACAC  

            32  32   =−=−= izz BCBC  
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 Z�
BCACAB:  و 
����8 ا.Y%ع ABCا��A�B  : إذن   . == .  
 "���� Ez *9��ا� *� ! E:   

  ��آI�:MLآ�
) ا�E��2* ا���آ+* ���وران ا�Iي  )00 zM Z�8وزاو θ 12E H>�    وا�Iي 8

  *9��( )zM *9��ا� ( )zM ):    ه/ ′′ )0
θ

0  zzezz i −=−′   

zez:  ��وران ه/  ��Iا ا و���Z <`ن ا�E��2* ا���آ+* 
i 3
π

=′  

 Z�
ieeezez : و
iiii

DE    322 6
7

6
5

33
ππππ

−−==×==   

ب � � - أ
E

F

z
z

:   

 i
i
i

i
i

i
i

z
z

E

F =
+−
+−×

−−
−=

−−
−=

  3

  3

  3

 3  1

  3

 3  1
  

)ج أن ا��������" �ا�0��  )OE و ( )OF ان�
���
 :  

� ا����0/ �ـ  ��Q���E �I� آ�







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B
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zz
zz

arg:   

   Rإذا آ��A  ،Bَو  M *+آ���	 ا������ z وَ �N Az ، Bzر ا.��اد ا��   

 A�  Bzz   :  <`ن ≠

):  ���� أن  ) [ ]πarg 2    ;  
E

F

z
z

OFOE )  وَ  ≡ ) [ ]ππargarg 2  
2

   ≡= i
z
z

E

F  

 Z�
):  و ) [ ]π
2
π 2    ;  ≡OFOE  أن :����� ( ) ( )OFOE ⊥ .  

�A�@E OEGF ��E �28ن G ! �* ا���Gz *9" ���� - ب
 :  

 ��8��  :izE    3 1 3   و  =−−  izF −=.   

) :  و���� أن ) ( )OFOE �ى  ⊥oأ *�W "
==2:  ، و OFOE  
 A�Bن ا��`> /�����Eو OEF *9��ا� /> �;�\ Oوي ا���\�" ، �����: أن���
   و

�ة ا���G *9 ا���9* �i� /ه O��E  	إ� *+��I *�9�ا� �?��
 [ ]EF.   

 ��8��  :
2
  

2
  

 GOFE
I

zzzz
z
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 Z�
):   و ) ( )1 3     31     +−−=+= izzz FEG  

( )[ ]πarg 2   ;  AMBM
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A
zz
zz ≡

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
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�� ا	�

ا��ا :   

   :ΙΙΙΙ ا
-,ء 
�ات ا��ا�* *0ادر �a� g:   

  : ا�����8ت 

 ��8��  :( )
∞+→

∞−=−
x

xex  3  lim Z�
):   و )
∞+→

∞−=
x

xg lim.   

):  و ��8��  )
∞−→∞−→∞−→

=−=−
xxx

xxx exeex 0  3   3     limlimlim    

.ن  ( 
∞−→

=
x

xex 0 lim  َو 
∞−→

=
x

xe 0 lim ( Z�
):   و )
∞−→

=
x

xg 0 lim.   

 ��ّaا�� Mا��� :  


" أ1W آ1 x"
r ، ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) xxx exxeexxg −=−′×′−= ×+′ 233     

) إ�dرة  )xg′ رة�dه/ إ x−2 *أن ا��ا� :����� ، g ا����ل 	�� �

�Lا�8ة ���   
 ] ��	 ا����ل −∞ ; 2 [ �
��� *?\���
] و [∞+ ; 2 .   

ّ��ات aول ا���W :  

 ( ) 3  2 2 −= eg  
  
  
  
  
  

)ن أن ا����د�*  �+�� ) 0=xg 1+��  �omوم وا��
  : α ��" أ �ه�� 

 ��8��  :( ) ( ) 0333 03 0  0 =−=−−= eg Z�
)   1 �����د�* 0  و ) 0=xg.   
�ه�* ا���� ا����90*  +�E �  : إذا آ�ن .�Iآ�
  g ا����ل 	���ة ���
 [ ]ba    ؛ ; 

  g ا����ل 	�� �
] ر��+* ��� ]ba    ؛ ; 
  ( ) ( ) 0 <× bgag.   

)ا����د�*   <`ن ) 0=xg  1  % و ��ا+��α ا����ل "
 ] [ba  ; .   
�ات  �a� ول�W "
g*?\���
�ة و���
 ����	  �% u أ� �
��� [ ].832 ; .822   

):  ز�8دة ��	 ذ��  ) 06.082.2 ≈g و ( ) 08.083.2 −≈g  
 /�����Eو  :( ) ( ) 083.282.2 <× gg     

x
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( )xg

−
∞− 2

+
∞+

0

0

3 2 −e
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�ه�* ا���� +
)ا����د�* ا����90* أن  �����:  ��  ) 0=xg 1+��  و ��ا  % α   
 A�   :83.282.2 << α.       
)ا����د�* :  إذن  ) 0=xg 1+�� �omوم وا��
[ ��" أ �ه��  [83.2 ; 82.2 ∈α .  

) ا�0���ج إ�dرة  )xg :  
   ( ) 0=xg   }>�28  { }α ; 0 ∈x  
   ( ) 0<xg   }>�28  ] [ ] [∞+∪∞−∈  ; 0 ;   αx  
   ( ) 0>xg   }>�28  ] [  ; 0 α∈x         
  
  
  
  

   :ΙΙΙΙΙΙΙΙ ا
-,ء 
�00�+1 ا!�d��ق ���  f �+��ن أن ا��ا�* - أ =x:   

 �
� z8ولa ��+1 ا!�d��ق ��� f ا���ل أن :  �Iآ���� Z�8�/ أ� x 	إ� a  ن`> ،   
  :  ، أي z� Lول إ�	 ��د  ���/ x  و �E a" ا���دL� *+�� f "8ا�8 
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00 ��+1 ا!�d��ق ��� fا��ا�*  : إذن  =x ��� H�3ده� ا����) ه� 0 و ) 00 =′f  

��د�* �ــ - ب *Eآ�� ( )T /�@�س ا����
 ( )fC ا��+�أ ��� O:  

���� ا���9* ذات ا�1Bf *�N�Q ��ا�* 
��د�* 
��س ا���@�/ ا���:  �Iآ� a /ه :   
 ( ) ( ) ( )afaaf xy +−= ′ .  

 ��8��  :( ) 00 =f و ( ) 00 =′fد�* ا����س��
) و�����E/ <`ن  )T  /0 ه=y  

( )xg
x ∞− 0 α ∞+

0 0+− −
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�ن أن  �+�- أ
∞+→
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x

xex 0 3lim:  
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 ��8��  :( ) 0=αg أي   :( ) 3 3  −− αα e Z�
:  و
α
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=
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  e /�����Eو  :  
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):  إذن  ) ( )ααα   3   2 −=f.   

� ����د ?  "���� ( )αf :  
 ��8��  :83.282.2 << α Z�
82.283.2:  و −<−<− α )  /> ب�P1ا�−(  

U����  :82.23383.23 ا�@�ود 8��: 3 و�Y`E<* ا���د  −<−<− α  
 /�����E18.0317.0:  و <−< α) ...   1(  

 "
83.282.2:  و << α 	�� 1?@�  :( ) ( )2
 

22 83.2  82.2 <<α   

 /�����E95.7  018. : و  
2 <<α) ...    2(  

 "
�ف 8��: ) )2و 1 (( C /> ف�C ب�P��Eو :( ) 44.1335.1 2 <−< αα  
):  إذن  ) 44.1 35.1 << αf   

ّ��ات ا��ا�*-د a� ول�W  f:   
) إ�dرة  )xf ′ رة�dه/ إ ( )xg *ن ا��ا�`> /�����Eو ، f 	�� �

�Lا�8ة ���   

] ا����ل  ]  ; 0 α "ا������ "
��	 آ1  �
��� *?\���
[ و ] و −∞ ; 0 [ [  ; ∞+α.  
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xxxf  

)ا�0���ج ا����Y* ا���+�* �ــ   )fC و ( )C *ا��ا� /�@�
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( )xf
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�ق Qرة ا��dإ ( ) ( ) 3   xxf ):  أي −− ) 3  xxf )ه/ إ�dرة ا���اء + ) 1  −xex  
 *��mا����;: ا 	��  : 2�8" ا!��E *����0ول ا�dgرة ��@?�ل 

) �28نx=0 إذا آ�ن - ) ( ) 0    
3 =−− xxf Z�
) و )CU9�8 ( )fC *9��ا� /> O  

) �28نx≠0 إذا آ�ن - ) ( ) 0    
3 >−− xxf Z�
) و )fC ق�> U�8 ( )C .   

) �+��ن أن - ب )( )
∞−→

=+
x

xxf 0     3lim:   

 1Wأ "
 0≠x  ��8�� ، :( )  
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3
3
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3
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=+

−
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x

x e
exx

e
xxxf  
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xe 0 lim Z�
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=
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ex

0 
1   

 
   

3

lim  

) : إذن  )( )
∞−→

=+
x

xxf 0     3lim.   

)ا���@�/ : ه����0   )C /�@���� رب��
 /�@�
) ه�  )fC ��� ∞−.   

) ر�0  )C و ( )fC :   
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����
   "! ا
	���ع ا


�� ا�ول	�
   :  ا

/��+C د��
" أ1W آ1  ، Zه�ن أ��] ، n ا�+ ] 13 01 33 ≡−n :   

 ��8��   :( ) ( )nnn 27  3  3 33 ]  و���� أن== ] 13 127 ≡ Z�
):   و ) [ ] 13 127  ≡n  

 /�����Eو  :/��+C د��
" أ1W آ1 n ، [ ] 13 1 33 ≡n.   


" أ1W آ1 ��د C+��/:إذن   n ، [ ] 13 01 33 ≡−n.   


" أ1W آ1 ��د C+��/  ا�0���ج ، Zأ�n ، [ ] 13 03 3 13 ≡−+n:   


" ا��zال  ، Zأ� ���Wو  /��+C د��
" أ1W آ1 n ، [ ] 13 01 33 ≡−n   .   

 Z�
):  و ) [ ] 13 03 1 33 3 ×≡−× n /�����Eو  :[ ] 13 013 33 3 ≡×−× n  

 :�����/��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� n ، [ ] 13 03 3 13 ≡−+n.   


" أ1W آ1 ��د C+��/  ا�0���ج ، Zأ�n ، [ ] 13 09 3 23 ≡−+n:   


" ا��zال  ، Zأ� ���Wو  /��+C د��
" أ1W آ1 n ، [ ] 13 01 33 ≡−n   

 Z�
):  و ) [ ] 13 09 1 39 3 ×≡−× n /�����Eو  :[ ] 13 019 33 32 ≡×−× n  

:����� /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� n ، [ ] 13 09 3 23 ≡−+n.   

��	 �E ، n3\/ ا����* اg\���8* ����د n ����" ،  �� \�� ا���د ا�9+��/ 13:   

 [ ]31  1  30 ≡ ، [ ]31  3  31 ≡ ، [ ]31  9  32 ≡ ، [ ]31  1  33    �Eا\/ �����: أن  . ≡

 *��\ n3 	���� </ ا���ول ا�m/  ،   3دور8* ودوره�   13 ?���:  

n  k3  13 +k  23 +k  
  9  3  1  ا�+�ا\/

  
 *��\ /\�E 20102005 ا�0���ج 	�� 13:   

 ��8��  :3154132005 +×= Z�
]:   و ]13  32005 ≡  

 /�����Eو  :[ ] 13 3  2005 20102010 ≡ "2� ،   :67032010    أي أن ا���د=×


" ا�2010  123k3 أن :����� ، [ ] 13 1  20052010 ≡.   

   .1 ه� 13 ��	 �E 20102005\/ \��* : إذن 
��	 �E "���� pA\/ ا����* اg\���8* ����د- أ  1 13Wأ "
np وذ��  3=:   

Iا���ولا</ ه  k  
��  C+��/د
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 ��8��  :ppp
pA 32 3 3 3 ++= Z�
):  و ) ( )nnn

nA 333213
13 3 3 3 ++=+  

 /�����Eو  :[ ] [ ]33233
3 3   3 3 nnn
nA ++=   

 Z���]:  و ] 13 111 1 1 1 32
3 ++≡++≡nA أي   :[ ] 13 33 ≡nA.   

np إذا آ�ن : إذن  3= *��\ /\�E ن`> pA 	��   .3 ه� 13 

13 ا�+�ه�ن أ�Z إذا آ�ن - ب += npن`> pA 	��   :13 8�+1 ا����* 

 ��8��  :ppp
pA 32 3 3 3 ++= Z�
):   و ) ( )13313213

13 3 3 3 +++
+ ++= nnn

nA  

 /�����Eو  :( )[ ] ( )[ ]31321313
13 3   3 3 +++

+ ++= nnn
nA    

 Z���]:  و ]13  0193 3  3 3 32
13 ≡++≡++≡+nA أي  :[ ]13  013 ≡+nA  

23 إذا آ�ن :إذن   += np ن`> pA 	��   .13 8�+1 ا����* 

��	 �E "���� pA\/ ا����* اg\���8* ����د-Wـ 1 13Wأ "
 23 += np:   

 ��8��  :ppp
pA 32 3 3 3 ++= Z�
):  و ) ( )23323223

23 3 3 3 +++
+ ++= nnn

nA  

 /�����Eو  :( )[ ] ( )[ ]32322323
23 3   3 3 +++

+ ++= nnn
nA    

 Z���]:  و ]13  139 9  9 9  32
23 ++≡++≡+nA أي  :[ ]13  0 23 ≡+nA  

23 إذا آ�ن :إذن   += np ن`> pA 	��   .13 8�+1 ا����* 

��	 ا�a 123 ا��@�H أن ا���د -أ  ��28 pA�i�ي  </ ا��  :م ا��3

 �CN��28   0121+��/ا���ل أن ��د :  �Iآ�  ... aaaaa nn    </ ا���iم ذي   −
  :x  /��8ا.�0س 

01
2

2
1

10121         ...    ... N    aaaaaaaaaa xxxx n
n

n
nnn +×+×++×+×== −

−−  

   

3
3 33 23963963

987654321

 3 3 3  3 3 3  3 1 3 1 3 1   
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1001001000

A

a

=++=++=×+×+×=
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=

××

  

Aa 3:  إذن  =.    

��	 ا�b 123 ا��@�H أن ا���د  ��28 pA ي�  : </ ا���iم ا��3

 Z���:و  
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   .=Ab 4: إذن  


" ا���د8" - ب 8* �12���\g* ا���ا� /\�E ا�0���ج a و b 	�� 13:   

" ا��zال     *��mا����;: ا 	�� ���?:  

np إذا آ�ن -  3= *��\ /\�E ن`> pA 	��   .3 ه� 13 

13 إذا آ�ن -  += npن`> pA 	��   .13 8�+1 ا����* 

23 إذا آ�ن -  += npن`> pA 	��   .13 8�+1 ا����* 

 /�����Eإذا آ�ن :  وp ت ا���د�Q��P
 "
 3*��\ /\�E ن`> pA 	��   ،  3 ه� 13 

��Qت  ا���د p وإذا آ�ن �P
 "
 ��� 3*��\ /\�E ن`> pA 0 ه�.   

] :  �����: أن  ]13  3  3 ≡= Aa  َو  [ ]13  0   4 ≡= Ab.    

  
����

�� ا	�
    :  ا

� ا�I :  123 و A ، B ����� ا���#  - أ iا�.  
��	 ا�123 ا��+�ي Z آ��E* ا���د - ب  :  

 ii
ii
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zz
zz
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++−
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−
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2121
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   :C ABI+��* ا��W- A�Bـ

  ��8�� :i
zz
zz
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−
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)   وَ   i=  1:  و���� أن    ) [ ]ππ arg 2 

2
 ≡i  

 /�����E1:  و 
  

  
   ==

−
−

i
zz
zz

BI

AI و  ( ) [ ] ππargarg 2 
2

   
  

  
  ≡≡









−
−

i
zz
zz

BI

AI  

 Z�
=1:  و
BI
AI  )  أي :BIAI )و    )  = ) [ ] ππ 2  

2
    ;  ≡AIBI.   

   . و
���وي ا���\�" I\�;� </ ا���ABI  *9ا��A�B :  إذن  
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   :��� C�Cz *9  ��ب ا�% �* - د

 ��آML ا�E��2* ا�: �Iآ�
�آ+* ���@�آ/ ا�Iي �( )00 zM Z�+و�� k 12E H>�    وا�Iي 8

  *9��( )zM  *9��ا� ( )zM ):    ه/ ′′ )00  zzzz k −=−′   


�Z  و :( )AIAC zzzz −=−   2   /�����Eو  :( ) 1   2   =+−= AAIC zzzz                                                                                         

   :��� D�Dz *9 ب ا�% �*�  �-هـ
 ��8��  :D  /ه *��Bا����* ا�� pW�
( ) ( ) ( ){ } 1 ;  , 1 ;  , 1 ;  CBA −> /�����Eن و`  

 i
zzz

z CBA
D 23

111

    −=
+−
+−=  

�ABCD UEن أن �+�� - و
  :  

 ��8��  :I
DBCA zi

zzzz =−=+=+
  21

2
  

2
  

    ه/ I  و�����E/ <`ن ا���9* 

  "

��?� آ1 [ ]AC و [ ]BD .  /��E�
����QNن ���ABCD��: أن \9�ي ا� .  
   ا���\�" و
���وي  I \�;� </ ا���ABI *9و���W أن ا��W  ( A�Bـ  - 1(  و
" ا��zال 


" هIا :�����  /��E�
�ان و
�����8ن ABCD أن \9�ي ا����
 .  
�/ : إذن �E��ABCD UE ا�

�ان و
�����8ن  
����QNنان�9�ا�(  ���
  ) . و

 *�) ����" وإ��3ء ا����� )1Γ :  

 ( )1Γ∈M   }>�28        
2
1      MCMAMCMBMA +=+−) ...  1(  

 ��8��  :( ) MDMDMCMBMA =+−=+−     111         
MIMCMA:  و��8��  ] ه/ 
��?� ا��9I *�9* ا���   ( +=    2 ]AC(   

IMMD:  آ�� �8/ ) 1( ���2 ���;I ا����واة  =  
) ا������* :إذن   )1Γ *�9�ر ا��@
] ه/  ]ID.   

 *�) ����" وإ��3ء ا����� )2Γ :   

 ( )2Γ∈M   }>�28  1      =+− MCMBMA Z�
  MD=1:   و

) ا������* :إذن   )2Γ *9��ه� ا�Lآ�
   .1 و�?� \9�ه� D ه/ ا��ا;�ة ا��/ 
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�� ا	�
�ا
�� :    

)ن أن �+��  )P Zد����
0423 ه� ا�����ي ا�Iي  =−+− zyx:   
  "2��( )  ;  ; zyxM ء�PQا� "
 *9�� .  

 ��8��  :( ) 1 ; 2 ; 1 −−+ zyxAM  و  ( ) 3 ; 1 ; 2 −−− zyxMB  

 ( )PM ∈  }>�28  BMAM = Z�
BMAM 22:  و = /�����Eو  :  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )222222 3  1  2  1  2  1 −+−+−=−+−++ zyxzyx  
0423 و��E ا��+��# �@?1 ��	 ا����د�*  =−+− zyx.   

): إذن   )P Zد����
0423 ه� ا�����ي ا�Iي  =−+− zyx.   
�ى  o* أ�8�C : ا����واة "
 BMAM �*  �����: أن ا����=�( )P  /ه   

] ا�����ي ا��@�ري  ����9*  ]AB.   

��د�* ������ي  *Eآ�� ( )P :   

 "2�� I *�9�ا� �?��
 [ ]AB *9��ن إ �ا&��ت ا�`> /�����Eو I /ه  ( ) 2 ; 2
3 ; 

2
1  

) و��2"  )  ;  ; zyxM ء�PQا� "
 *9�� .  
 ( )PM ∈  }>�28  MIAB ⊥   Z�
.    0:   و =MIAB  

 ��8��  :( )2 ; 1 ; 3  −AB  و  ( ) 2 ; 
2
3 ; 

2
1  −−− zyxMI  

( )1Γ

( )2Γ

D

C

B

A

I

x

y
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" ا����واة  0    . =MIAB ���  :( ) ( )( ) ( ) 022
2
31

2
13 =−+−−+− zyx  

0423:  و��E ا��+��# �@?1 ��	 ا����د�*  =−+− zyx.   
):  إذن  )P Zد����
0423 ه� ا�����ي ا�Iي  =−+− zyx.   


��د�* ������ي  "���� ( )Q :   
) ��E أن ا�����ي  )Q �8ازي ا�����ي ( )P ن`> ( ) 2 ; 1 ; 3 −n/�l�� ع��d   

 "
 12� ( )P و ( )Q .  د�* ������ي��
)و�����E/ <`ن  )Q 123ا� "
   :  
 023 =++− dzyx.   

) و��E أن  )QA∈ ن`> ( ) 012213 =+×+−−× d Z�
  d=3:  و

��د�* ������ي :إذن   ( )Q  /0323 ه =++− zyx.   

�ى o* أ�8�C :  "2��( )  ;  ; zyxM ء�PQا� "
 *9�� .  
�� �����l ������ي  n�d إذا آ�ن �( )P ن`> ( ) 2 ; 1 ; 3 −n.   

 ��8��   :( )QM ∈  }>�28  AMn ⊥   Z�
  AMn= .   0:   و
 /�����Eو  :( ) ( ) ( )122113 −×+−×−+× zyx 0323 أي =++− zyx  

)��ي  
��د�* ����: إذن  )Q /0323 ه =++− zyx.   

) آ��1�B�� *E و9�0/ �������� - أ )D 1�38 يIا� C �
) و��8 )P:   
 ( )D 1�38 C �
) و��8 )P M���
  :( )D 1�38 C و n Z� Z�W�� ع��d .  

 "2�� ( )  ;  ; zyxM ء�PQا� "
 *9�� .  
)��2ن  )zyxM  ; ;   "
 *9�� ( )D /���  د�� �W# إذا و�إذا و< t A�@E   :  

  ntCM ) : و
�Z ا���1�B ا��9�0/ ا����/  .  =  )
22
1  

3 

  
 

      
+=

∈−−=
=

tz
tty

tx
r    

) ��� *9��E UC" إ �ا&��ت ���� -ب  )Q و ( )D:   
�" إ �ا&��ت  A@+�� E UC��� *9�� ( )Q و ( )D *��m1 ا����* ا@E م��� ،  :

( )

0323
22
1  

3 

  
 

      

=++−
+=

∈−−=
=

zyx
tz

tty
tx

r
:      ، وE@1 هMI ا����* ��� 

7
4−=t   

 Z�
):  و ) 7
6 ; 

7
3 ; 

7
12

 −−E   
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) وا������� A  ��ب ا����<* �E" ا���W- *9ـ )D:   

 ��8�� : ( )1 ; 2 ; 1−A و ( ) 7
6 ; 

7
3 ; 

7
12

 −−E Z�
) : و ) 7
1 ; 

7
17 ; 

7
5

  −−−AE  

 Z�
):  و ) 02
7
11

7
173

7
5 .   =×−−×−×−=nAE ا �8�/ أنIوه  :nAE ⊥    

��	 ا������� A# ا����دي ����9*  ه/ ا����E �����: أن ا���9*  ( )D.   
) وا������� A و�����E/ <`ن ا����<* �E" ا���9*  )D /ه AE.   

  �) إذا آ�ن  :�Iآ� )AAA zyxA )  و  ; ;  )BBB zyxB    <`ن  ; ; 

 ( ) ( ) ( )222     ABABAB zzyyxxABAB −+−+−==  

 ��8�� : ( ) 7
1 ; 

7
17 ; 

7
5

  −−−AE Z�
:    و
7
353

49
315  === AEAE  

) وا������� Aا����<* �E" ا���9*  : إذن  )D/ه  
7
353.   

�ى o* أ�8�C  : "2��( )  ;  ; zyxM ���ا���� "
 *�Q9* آ��� ( )D.   

   :2AM  ��ب 
 ��8��  :( ) 12 ; 3 ; 13 +−−+ tttAM  

 Z�
):  و ) ( ) ( ) 1161 14 12 3 13  22222 ++=++−−++= tttttAM                                                                                               

) وا������� A ا�0���ج ا����<* �E" ا���9*  )D:   
) وا������� A ا����<* �E" ا���9*  )D "�E *>��
 �) وA ه/ أ\? )D .   

 "2�� f 	�� *>�):  Eــ r ا��ا�* ا��� ) 1161 14 2 ++= tttf  

ّ�� ا��ا�*  * a� Mدرا0* ا���f :   

) و �d%� *�E�\ r��ق ��	 f ا��ا�*  )
1116142

61 28
2

 

++

+=′
tt

ttf   

 ) ( ) 0=′ tf   (   }>�28)061 28  =+t   ( Z�
: و
7
4  −=t   

��	f ا��ا�*  *?\���
  ] 
7
4 ; −∞− ]	��−+∞ ] و
�Lا�8ة   ; 

7
   و��+1 \��*  ] 4

  1Wأ "
�ى aN
7
4  −=t . �2ن ا� I;��� *>����AM ى�aN  ) "2�8 �
 �aNأ(  
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 Z�
):  و ) ( ) ( ) 7
35311

7
4 61 

7
4 14 

7
4 2

=+−+−=−f  

) وا������� Aا����<* �E" ا���9*  :إذن   )D/ه  
7
353.   

) ������ي ����" ��1�B و9�0/  )π :  
)���ي  ا�� )π  ���8@�ي ا����( )AC�
)ا�����ي   و��8 )Pا�����ي    ، �����: أن  

 ( )π *9��1�38 ا� A و AC ، nW�� ����d ه��  Z� Z�.  
)��2ن  )zyxM  ; ;   "
 *9�� ( )πد�� �W# إذا و�ان إذا و<����ن  � t و t′  A�@E  

  ACAM tnt ′+=     : و
�Z ا���1�B ا��9�0/ ا����/  .        

    ( )
12

   ;      23
13

++=
∈∈+−−=

−+=

′
′′

′

ttz
tttty

ttx
rr  

)��ج 
��د�* ������ي  ا�0� )π:   

 ��8�� : 
12

 23
13

++=
+−−=

−+=

′
′

′

ttz
tty

ttx
 Z�
):       و )

( ) 1132
2133

13

++−+=
++−−−=

+−=′

txtz
txty

txt
  

 /�����Eو  :
2
138

13

++−=
−−=

+−=′

xtz
xty

txt
      Z��� :   و

( ) 1328
1
13

−−++−=
++−=
+−=′

xxzy
xzt
txt

  

�ا �@?1 ��	 ا����د�* �o01585:  أ =+−− zyx.   
)د�* ������ي  
��: إذن  )π /01585  ه =+−− zyx .  

  
 

�� ا	�

ا��ا :   

)  ��ب  )
>→ 0

  lim
x

xg:  

 ��8��  :
>→

∞−=
0
lnlim 

x
x و ( )

>→
−=−

0
11 lim

x
x Z�
):   و )

>→
∞+=

0

  lim
x

xg  


��رب ����@�/: ه����0  �����

@�ر ا���ا��� ه�   ( )gC.   

) �+��ن أن -أ  )
∞+→

∞+=
x

xg lim:   
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 ��8��  :( )
∞+→∞+→








 −−=
xx x

x
x

xxg lnlimlim  ، و���� أن   211
∞+→

=
x x

x 0lnlim   و    

 
∞+→

=
x x

01  lim /�����Eو   :( )
∞+→

∞+=
x

xg lim.   

�ات ا��ا�*  �aّ�*0ادر - بg :  



" x" أ1W آ1  ] [∞+ ; 0  ، ( )
x

xxg 2−=′  

��	 g ا��ا�*  �

�Lا�8ة ��� [ [∞+ ; 2 	�� �
��� *?\���
[ و ]2 ; 0.   
ّ��ات ا��ا�* a� ول�W g :   

  
( ) 2212 ln−=g  

  
  
  
  
)  ��ب -Wـ  )1g : ( ) 01 =g  

)ا����د�*  ا�+�ه�ن أن - د ) 0=xg1+��  أ �ه�� "�Q���
 "��  α :   
  ��8��  :( ) 01 =g ن ا�@1 ا.ول ه�`> /�����E1 و.   
�ات  �a� ول�W "
�ة و
�Lا�8ةgا��ا�* ���
 ����	  �% u أ� �
��� [ ] .63 ; .53   

):  ز�8دة ��	 ذ��  ) 005.05.3 −≈g و ( ) 038.083.2 ≈g  
 /�����Eو : ( ) ( ) 06.35.3 <× gg   ا����90* أن ���ه�* ا��+
 ��  :�����  ،  

)�د�* ا���  ) 0=xg 1+��  و ��ا % α A�   :6.35.3 <<α .        
) ا�0���ج إ�dرة -هـ )xg:   
   ( ) 0=xg   }>�28  { }α ; 1 ∈x  
   ( ) 0<xg   }>�28  ] [  ; 1 α∈x  
   ( ) 0>xg   }>�28  ] [ ] [∞+∪∈  ; 1 ; 0  αx         
  
  
  

) ا�0���ج إ�dرة  ) 1xg :   

x
( )xg ′

( )xg

−
∞+

2
+

∞+
0

0

221 ln−

∞+

( )xg
x 0 1 α ∞+

0 0+ − +
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 ��8��  :( ) 0=xg  }>�28  { }α ; 1 ∈x   

):  و�����E/ <`ن  ) 0 1 =xg  }>�28  { }α ; 1 1 ∈x Z�
:   و






∈  1 ; 1 αx.   

):  و��8��  ) 0<xg   }>�28  ] [  ; 1 α∈x  

):  و�����E/ <`ن  ) 0   1 <xg  }>�28  ] [  ; 11 α∈x Z�
:   و




∈  1 ; 1 αx  

):  و���Z <`ن  ) 0   1 >xg   }>�28 ] [∞+∪




∈  ;  1 ; 0 1 αx  

  
  
  
  

  :   ��ب                   - أ

 ��8��  :
( ) ( ) ( ) ( )

>→>→>→
++−=

−
−=

000

lnlimlimlim 1  
0

0
    

xxx
xxx

x
x

x
x fff

  

):  و���� أن  )
>→

=+−
0

11    lim
x

x َو 
>→

=
0

0 lnlim
x

xx Z�
 :  و
( )

>→
=

0

1  lim
x x

xf
.   

� ا����0/ �ـ��Qا��   
( )

>→
=

0

1  lim
x x

xf
:   

) ا���@�/  )fC1+�8   *9��ا� ���O ا����" �8ازي ا���?� ا.ول 	��
��س  �?�   

)  ��ب - ب )
∞+→x

xf  lim  : ( ) ( )
∞+→∞+→

∞+=++−=
xx

xxxxf     1  1  ln limlim 2  


" أ1W آW- 1ـ Zن أ���+� x "
 [ ) <`ن 0 ; +∞] ) ( ) 1  xxx gf =′:   


" أ1W آ1  x "
 ] [  ; 0 ∞+ ،   
  
  
  
  

ّ�� ا��ا�* a� Mا�0���ج ا��� f:   

x 0 1 ∞+
0 0+ − +( ) 1xg
α
1

( )

( )
( ) ( )xxxxx

xxxxxx

xxxxxx

g

f

1   
1211         

211 21         

  1  2  1  2

ln

lnln

ln

 

2

=−−=

++−=++−=

×+++−=′

( )
>→ 0

  lim
x x

xf
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) إ�dرة  )xf ′ رة�dه/ إ ( ) 1 xg *أن ا��ا� :����� ،f�
��� *?\���
 	��   

 




  1 ; 1 α "ا������ "
��	 آ1  �
 و
�Lا�8ة ���





α
] و  0 ; 1 [  ; 1 ∞+.   

ّ��ات ا��ا�* -د a� ول�W f:   
  
  
  
  
  
  
  
  

)+��ن أن  � ) 22

1
  

1
α

α
α

−=f:   

 ��8��  :( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1   
1   

1   
1  

1 ln
22

ααααα ++−=f) ...   1(  

): و��8��   ) 0=αg 021:  أي  ln =−− αα Z�
0121 :و  ln =+− αα  

 /�����Eو  :
2

11  ln α
α

  :8��: ) 1( و�8�����E </ ا����واة =−

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2

1 2 2 1 11 1 1 1
    

2 2 2
f α α α α

α α α α α α
− − + + − −= − + + × = =  

):  إذن  ) 22

1
  

1
α

α
α

−=f  

)ا�0���ج  ?� ����د   ) 1αf:    

 ��8��  :6.35.3 <<α Z�
2.5:    و 1 2.6α< − <) ...   1(  

6.35.3:  و��8��  <<α Z�
):   و ) ( )2
 

22 6.3   5.3 <<α    

 /�����E4.52  2 5.922:  و  
2 << α Z��� 0410.:   و

2

1
  .0380  

2
<<

α
) ...   2 (  

x

( )xf ′

( )xf

0 α
1

+
∞+

0
∞+

1
0−

0 0

+

( ) 1αf



 - 58 - 

 "
�<) )2و 1 (( C ب�P��Eف 8��: و�C /> �  :  

   
2

12.5 0.038    2.6 0.041
2

α
α
−× < < × /�����Eو    :  

   
2

10.095    0.106
2

α
α
−< ):   أي > )1  0.106 0.095  f α< <  

)  : إذن  )1  0.106 0.095  f α< <  

)  ر�0 ا���@�/ )fC ا����ل 	�� [ ]3 ; 0:    

  
                  

  
     
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

x

y

O

( )fC
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  ا
	���ع ا�ول 

   ) ���ط4(   : ا����8" ا.ول

 x "
 ���د y /��+C   وَ  1 ��د C+��/ أآ+ .  

 A م ا����اد ذي ا.�0س�i� /> ��28 /��+C د�� x 123��E 5566=A.   
) أ�3� ا��+�رة - أ )( )16 5    2 ++ xx "�E #E�� *\%� �Wأو �& x و y  إذا   

���R أن           ( )( )yxA 22 6 5   2 ++=.   

" x إذا ���R أن y و x ا �� -     ب �aNد أوّ�/ أ��   ، &� اآ�� �+��  12 

  . </ ��iم ا����اد ا��3�ي ��I�          A ا���د 
�� ���� ا���د - أ���E�
�ّ�" ا.��اد ا�9+���* ا��/  584.   

�ّ�" ا.��اد ا�9+���*- ب      aو b A�  ba > H�@� /ا��  :   

  

�8"  ا���/��Bط5 ( : ا���� (   

�� ZE10 آ��  �
��� ا����  ����E L�ّ�� ! *�&���
�اء �P�E   6ء  و4 آ��8ت �    .
  . آ��8ت </ أن وا � 3 ��@� ��3ا;�� 
" ا���2 

  . آ��8ت �P�Eء 3 ا �� ا ���ل ا�@?�ل ��	 -   أ
8*  ��اء  ا �� - ب�  .ا ���ل ا�@?�ل ��	 ا.\1 ��	 آ

 "2�� X ا ��ّaء  ��3ا;/ا�����P�+�8ت ا����د ا�2 �@0 *���� 12E H>�   ا�Iي 8
 *E�@ا���   .  

� ا���3ا;/ - �a���� ف \���ن ا! ���ل�ّ� X /Y�8�) وا �� أ
�Z ا� )XE.   
�ات ��	 ا���ا�/ وE`ر�Wع 3 ��@� 
" ا���2 </ �ن وا �  
 ��o �8ت�  . آ

 -  	�����" P��E+# 3ا �� ا ���ل ا�@?�ل 
  . آ��8ت �P�Eء 
  
�8"  ا���A��Bط5 ( : ا���� (   

� ا�������                        ����
� وا����� ا�</ ا��PQء ا�����ب إ�	  +��� ،  
) ��" ا���9  )2 ; 1 ; 2A ، ( )1 ; 2 ; 0 −Bو  ���ا����( )D /9�01 ا���Bذو ا��� :  

   ( )
tz

tty
tx

2
1

32
     

=
∈−=

+=
r  

( )   ,  ,  ;  kjiO

ر��Y�8ت : ا����2E2009  .   *+�3ر�8   

584   

32
22 =+

=+

ba

ba
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) اآ�� ���B% و��9�0 �������� - أ )AB  
) أ&+R أن -    ب )D و ( )AB�����8 !  ا�����ي �Q� 	ن إ�.  

� ا�����ي +��� ( )P ���ي 1�38 ا����Iا� ( )AB ���و�8ازي ا���� ( )D.   
) Eّ�" أن ا���3ع -   أ ) 1 ; 5 ; 1 n ا�����ي 	�����دي  ( )P.   
)�ي  اآ�� 
��د�* �����- ب )P.   

" E Mّ�" أن ا����<* � "�E�W - *9ـ ( )D وا�����ي ( )PUY�
 "� *����
 M.  
�ّ�" ���B% و���� ��9�0��� ���UC ا�����ي -  د ( )Pا U
)�����ي   )zoy .   
  
�8"  ا��� UEا�   ) ���ط6 (  :ا�

�ف ا��ا�* ا���د8* ّ�� f ا����ل 	�� [ ) : ���E+�رة 1 ; 5[ ) ( ) 5 
2
1  xxxf +=   

( )Cا����� ا�� 	ا�+���/ </ ا�����ي ا�����ب إ� ����B��  وا������� �
���  
   ) .cm 3ا�� �ة ��	 ا��@�ر8"  ( 
�ات ا��ا�* -   أ�a� ادرس f.   
) أ�3{ ا���@�/ - ب )C ���وا���� ( )∆ Zد����
xy ا�Iي    . </ ��Q ا����� =

)�������* ا���د8*  ���+� ا )nu 	�� *>�   و���E+�رةE 50=u@ّ�ه� ا.ول n ا���






 +=+  5  

2
1  1

n
nn uuu  

   .2u و 1u ا �� -   أ
) ا1���0 ا���@�/ - ب )Cوا  �������( ��	  2u  و 1�B��� 0u ، 1u ا�@�ود∆(   

 1Nا�Qر ا��@
      .  


" أ1W آ1 ��د C+��/ - أ ، Zه" أ��E n ، 5 ≥nu.    
)��*  Eّ�" أن ا�����- ب )nu �
��� *?\���

�ذا �����: ��E��+* إ�	 ���رب. ( )nu؟  


" أ1W آ1 ��د C+��/ - أ ، Zه" أ��E n ، ( ) 5
2
1  5  1 −≤−+ nn uu.   

) ا�0��: أن - ب ) ( ) 5 2
1   5  0 −≤− uu

n
n .  /ه �


∞+→n nu  lim؟   

  
  
  
  
  

( )  ,  ; jiO
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  "! ا
	���ع ا�ول
"8�   :1  ا���

3� ا��+�رة - أ� ( )( )16 5    2 ++ xx  :   

( ) ( )( ) 66 5 516 5    ...   1 23
  2  +++=++ xxxxx  

��E #E" - ب� *\%�   :y و x إ��8د 

 ��8�� ، *�W "
   :( ) ( )( )yxA 22 6 5    ...   2   2 ++=   

�ى ، ��8�� oأ *�W "
):  و ) 66 5 55566   ...   3 23 +++== xxxA  
 "
 ( ) و 1( ) و 2( yx:  �����: أن 3( 221 +=+ Z�
=+ 12  :   و yx  
   :y و x ��ب  - ب

 ��8��  :A م ا����اد ذي ا.�0س�i� /> ��28 /��+C د�� x 123��E 5566=A   

" x ، و���� أن x<6 و�����E/ <`ن  �aNد أوّ�/ أ�� 12    

}:  �����: أن  } 11 ; 7 ∈x.   
 - �
��� 7=x *�8 </ ا����د������E12 و += yx ���   :3=y.   
 - �
��� 11=x *�8 </ ا����د������E12 و += yx ���   :5=y.   

):  إذن  ) ( ) ( ){ } 5 ; 11 , 3 ; 7  ; ∈yx.   
  : </ ��iم ا����اد ا��3�ي A آ��E* ا���د 

 - 1Wأ "
  :( ) ( )3 ; 7 ; =yx ���  :2008=A  
 - 1Wأ "
  :( ) ( )5 ; 11 ; =yx ���  :7332=A  

�� ���� ا���د - أ���E�
   :584 ����" ا.��اد ا�9+���* ا��/ 
� :73 2 584	 �Wاء ��ا
1 أو��*  إ584 �@��1 ا���د  3 ×=  

�* ا.��اد ا��E��9* ه/ ���
} �����: أن  }2 ; 1 .   
  : ا��/ �@�H ا�3�وط  b وa " ا.��اد ا�9+���*���� - ب

 �)إذا آ�ن  : �Iآ� ) dbaPGCD = ;  �W�8 Z�`>  ن����+C دان�� a′ و b′ أو���ن     
 ���> A�@E �����E   :ada bdb    وَ=×′ ′×=.    

�ض أنQ� d "8د���� �)أي  b و a ه� ا����0 ا���3�ك ا.آ+ ) dbaPGCD = ;    

 2�8" آ��E* ا����*  
584  

32
22  =+

=+
ba

ba
:       آ�� �8/ 

( ) ( ) 584  

32 
22    =+

=+

′′
′′

bdad

bdad
  

 Z�
:  و
( )

( ) 584   

32

222
 

 

=+

=+

′′

′′

bad

bad
 /�����Eو        :

584   

32   
2d

d
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�ع  و �� ا��zال Qأن - أ- ا� :�����  :{ }2 ; 1 ∈d  
   : d=1 ا�@��* ا.و�	 - 

 ���2 ا����* 
( )

( ) 584   

32

222
 

 

=+

=+

′′

′′

bad

bad
���;I آ�� �8/      :

( )
( ) 584   

32
22 

 

=+

=+

′′
′′

ba

ba
  

 "
 32=+ ′′ ba :��8 ab ′′ −= 32 /> �8�����E22  584  و =+ ′′ ba  
 ��� 0440  64  2 2 =+− ′′ aa  	�� *�����E2  23  0202 8��: 2 و =+− ′′ aa  

 	���ة �@?1 �o.ا����د�* ا MI1 ه@E10:  و=′a 22  أو=′a  
 Z�
):  و ) ( ) ( ){ } 10 ; 22 , 22 ; 10  ; ∈′′ ba  

 /�����Eو  :( ) ( ) ( ){ } 10 ; 22 , 22 ; 10  ; ∈ba  
ba و��E أن  ):   �����: أن < ) ( )10 ; 22  ; =ba  

 - *���B2 ا�@��* ا�=d :   
 ��� *�E* ا����8�):  E`�+�ع ��Q ا�9 ) ( ) ( ){ } 5 ; 11 , 11 ; 5  ; ∈′′ ba  

 /�����Eو  :( ) ( ) ( ){ } 10 ; 22 , 22 ; 10  ; ∈ba  
ba و��E أن  ):   �����: أن < ) ( )10 ; 22  ; =ba  
 *N%o : و ��ة *�;��& �W�� ( )ba  ;  A�  ba >                            H�@و�    

  

):   ه/  ) ( )10 ; 22  ; =ba  
  
�8"  ا���/��Bا� :   

  : آ��8ت �P�Eء 3  ��ب ا ���ل ا�@?�ل ��	 -أ 
 /��� A  *&ا�@�د : » 	��    » آ��8ت �P�Eء 3 ا�@?�ل 


�Z و  :( )
03
1

120
4   

3
10

3
4 ===

C

C
AP  

8*  ��اء -ب �  :  ��ب ا ���ل ا�@?�ل ��	 ا.\1 ��	 آ
 /��� B  *&اء « : ا�@�د��  *8�    » ا�@?�ل ��	 ا.\1 ��	 آ

8*  ��اء « �
���M » ا�@?�ل ��	 ا.\1 ��	 آ    :» 	��  :  ا�@?�ل 
8*  ��اء  ( ��او وآ�  �8* _��  وآ���8ن   ��اوان    ( وأ)   8"   آ���8ن _��    آ

   .») &%ث آ��8ت  ��اء    ( أو)     ��اء 

 Z�
):  و )
30
29

120
116

120
206036          

3
10

3
6

1
4

2
6

2
4

1
6 ==++=+×+×=

C

CCCCC
BP  

584   

32
22 =+

=+

ba

ba
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�ى o* أ�8�C  :  
 /���  B  *&ا����2* ��@�د&* ا�@�دB أي  : B *&ا�«:  ه/ ا�@�د  	��    3@?�ل 

):   و
�A Z ه/ ا�@�د&* B   أي أن » آ��8ت �P�Eء  ) ( )
03
1

 == AB PP.   

)  : إذن  ) ( ) ( )
03

29
03
111 1 =−=−=−= ABB PPP  

ّ�� ا���3ا;/ -أ aه� ا���Ion8 /ا�� ���ا� X /3 ، 2 ، 1  ، 0:  ه.    
ّ�� ا���3ا;/  \���ن- a���� ا! ���ل X :   

 ( )
6
1

120
20   

0
3

10

3
6 ====

C

C
XP   .   ( )

2
1

120
60     

1
3

10

2
6

1
4 ==×==
C

CC
XP  

( )
10
3

120
36     

2
3

10

1
6

2
4 ==×==
C

CC
XP     .  ( ) ( )

30
13 === AX PP  

  : إذن  
3  2  1  0  ix  

30
1

120
4 =  

10
3

120
36 =  

2
1

120
60 =  

6
1

120
20 =  

( )ixp X =  

  
 /Y�8�)  ��ب ا.
1 ا� )XE:  

( )

2.1
5
6

120
144

120
43

120
362

120
601

120
200          

    33221100  

===×+×+×+×=

++= + PPPP xxxxXE
  

3��	 ا ���ل ا�@?�ل   ��ب  #+P��E "���
  : آ��8ت �P�Eء 
����/  �A أن ا����ج  آ��8ت �P�Eء03@�  E *E�
" ا���2 ه/ �� S ه�  :  

 » 	��:  و
�Z  »  آ��8ت �P�Eء3 ا�@?�ل 
30
1=P ) ( ) ( )

30
1S == APP. (   

����/ ا���� 0@+�ت E #9�
  . ه/ 0@+�ت 
����* ، وهIا �8�/ أ��� أ
�م 

 �)  : �Iآ� ) ( ) kkk n
n PPCkXP −−== 1   

3��	 ا ���ل ا�@?�ل  ���
)" P��E+# ه�  آ��8ت �P�Eء  )2=XP A�  :  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 01.0
30

29  10 
30
29  

30
1 10 1 2

5

3322 522
5 ≈×=××=−== −PPCXP  
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�8"  ا���A��Bا� :     

) آ��1�B�� *E و9�0/ �������� -أ  )AB:   
 �) ��2ن:  �Iآ� )zyxM  ; ;   "
 *9�� ( )AB /���  د�� �W# إذا و�إذا و< t    
 A�@E    :ABAM t =  .  ��8��: ( )3 ; 1 ; 2 −−AB /9�01 ا���Bا��� Z�
    و

):    ا����/  )
t

tt
t

z
y
x

3 2 
 1 

2 2 

       
 

−=
∈+=

−=
r  

) إ&+�ت أن - ب )D و ( )AB ا�����ي �Q� 	8�����ن إ� ! :  
 ( )2 ; 1 ; 3 −u �������� Z�W�� ع��d ه�  ( )D و  ( )3 ; 1 ; 2 −−AB ع��d ه�   

 �������� Z�W�� ( )AB .  ن����+AB ��9o "�9  و uا���3
 ���د  (  _� �W�8 !  
 /���  t  A�@E utAB )، �����: أن ا��������" ) =  )Dو ( )AB  "�8از��
 ��_  


" ��Q ا�����ي  ����  �

" ��Q ا�����ي و
�����Cن ، وإ �
  . وهIا �8�/ أ���� إ
) ��+ّ�" أن ا��������"  )D و ( )AB "��C���
 ��_ :  

 UC��� #�� "� A@+�� ( )D و ( )AB *1 ا����@E م���  :  
                                    

�MI ا����* ��� � *���Bوا� 	ا����د���" ا.و� "
  :0=t 0  و=′t�8 ه���"   و���E  
 	�� 1?@� *B��B" </ ا����د�* ا������20 ا� = 1�@��
  . وهIا 

) �����: أن ا��������" )Dو ( )AB "��C���
 ��_ .  
)ا��������ن  : إذن  )Dو ( )ABا�����ي ! 8�����ن إ� �Q� 	 .  

) �+��ن أن ا���3ع - أ ) 1 ; 5 ; 1 n ا�����ي 	�����دي  ( )P:   
 *�8�C : ت أن�+&g n 	�����دي  ( )P  "
���دي ��	 آ1  Zإ&+�ت أ� /Q28   

 "���/ ��Z�W ������ي u   و AB ا���3��d ره���+���E  ( )P.   
 ��8��  :( ) 1 ; 5 ; 1 n  ،  ( )3 ; 1 ; 2 −−AB   و  ( )2 ; 1 ; 3 −u  
 Z�
):  و ) ( ) 055311521 . =−=−+×+−=ABn /�����Eو   :ABn ⊥    

) و   ) 055211531 . =−=×+−+×=un /�����Eو    :un ⊥    
���دي ��	 ا�����ي n  : إذن  ( )Pأي أن  n ي������ /�l�� ع��d ( )P.   


��د�* ������ي -ب  *Eآ�� ( )P:   
  n ي������ /�l�� ع��d ( )P *د���
) و�����E/ <`ن  )P 123ا� "
  :  
 05 =+++ dzyx A�  d /���  د�� .  

) و��E أن  )AB /> ى��@
 ( )P ن`> ( )PA∈ Z�
02152:  و =++×+ d  

tt
tt
tt

′
′

′

−=
+=−
−=+

32
   

2
    

1  
   1

22  32
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 /�����E9:  و−=d.   

��د�* ������ي : إذن  ( )P /095:    ه =−++ zyx   


" M �+��ن أن ا����<* � "�E�W-*9ـ ( )D وا�����ي ( )PUY�
 "� *����
 M:  
  �) ذات اg �ا&��ت A ا����<* �E" ا���I�: *9آ� )000  ; ; zyx وا�����ي ( )P   ذي  

+++=0 ا����د�*  dcba zyx���@ه/ ا���د ا�  �Wا��� /( )( )PAd  ;  A�  :  

  
   
  

 Z�
):  و )( ) ( )
9

32

33

2

1251

 921532 
 ; ==

++
−+−++

=
ttt

d PM  

):  إذن  )( )
9

32
 ; =PMd  *9��ا� UY��E H���� !  *�E�& /وهM.   

) ����" ��1�B و9�0/ �������� - د )∆ UC��� �����
 ( )P ا�����ي U
 ( )zoy :   

��د�* ������ي  ( )zoy  /0:  ه=x  

  ��8��: 
095

0

=−++
=

zyx
x

 Z�
:    و
095

0

=−+
=

zy
x

 /�����Eو   :
95

0

+−=
=

yz
x

  

 UY�Eو λ=yB�� 	��)�1 و9�0/ �ـ  �@?1  )∆ : ( )
95

0
           

+−=
=
=

∈
λ

λλ
z
y
x

r  

�8"  ا��� UEا�    :ا�
�ات ا��ا�* -  أ�a� *0درا f:   

 ( ) 31 =f  و  ( )
4
92 =f  

)  ��ب  )xf ′ : ( )
2

2

2

5  

x
xxf

−=′   

) إ�dرة  )xf ′ :   
  

��	 f ا��ا�* :إذن   *?\���
 ]5; 1[    	��  ]  .5; 5[و
�Lا�8ة 

( )( )
222

000

  

       
 ; 

cba

dcba zyx
d PA

++

+++
=

( )xf ′
x 51 5

+− 0
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�ات ا��ا�* �a� ول�W f ا����ل 	�� [ ]5 ; 1:    

   

  

  

  

  

)@�/  إ��3ء ا���-ب )C ���وا���� ( � ا�123  : ∆(iا�.  

  و  2u  : 3 1=u و 1u  ��ب - أ
3
7 2 =u.   


@�ر ا��Qا2u 1N  و 1�B�� 0u ، 1u ا�@�ود-ب  	��� ا�123 :   iا�.  
 *�N�Qا� "
 H�9�� 50=u/�@�ا�� "
���� ا���9* � ،  ( )C*�N�Qا� MI�� H>ا���ا    
 ���9�8 1u . 1 ا���د��E م��1 �u 	ر  إ��@
 1Nا�Qا ، �����1 وا�I1 هWأ "
( )∆ .  
 /�����E2 <`ن وu  "
)ا���@�/ ه� ����� ا���9*  )C  *�N�Q1ذات ا�u  .  
) ، �����1 ا������� هIا 
" أ1Wو إ�	 
@�ر ا��Qا�2u 1N��م E��1 ا���د  )∆.  


" أ1W آ1 ��د C+��/ -أ  ، Zأ� UWا����E ه�ن�    :n ، 5 ≥nu ا�+

  /���np  *�N5 ″ ا��� ≥nu  ″  

 *@N "
 H�@0ا��p:   

�  ��8�  :5 0 ≥u 5 5:   أي ≥  *��@
  0p *@�@N:إذن .    وه/ 

�ض أن  Q�np أي *@�@N : 5 ≥nu  

و�+�ه" أن 
1+np أي *@�@N  :5 1 ≥+nu  

�> "
  UWا���	 ��Ef أن ا��ا�* و  �Y: 5 ≥nu* ا�� �

�Lا�8ة ���]5; 5  [    

):  �����: أن  ) ( )5 ff nu 1 5 :أي  ≤ ≥+nu )   ن. :( ) 55 =fو   

 ( ) 1 += nn uuf (  ن`> Z��� : و
1+np*@�@N   


" أ1W آ1 ��د C+��/  :إذن  n  ،  5 ≥nu.   
) �+��ن أن ا�������* - ب )nu 	�� *?\���
 n:   

 �) : �Iآ� )nu 	�� *?\���
n M���

" أ1W آ1 :  n"
 n ، 0  1 ≤−+ nn uu  

x 1 5

−
3

+0( )xf ′

( )xf

5

5

3
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 /��+C د��
" أ1W آ1  n ��8�� ،  :( )
n

n
nnnn u

uuuuu f
2

5 
    

2

1
−−=−=−+  

�ع   
" ا��zال Qأ-ا� - /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� ���Wو  n ، 5 ≥nu    

 Z�
):   و )22 5 ≥nu 2 5:   أي ≥nu)   ...  1(  


" أ1W آ1 :  آIا�� n"
 n ، 5 ≥nu Z�
   nu< 0:   و
���E2 0: ��/  و >nu)   ...   2(  

 "

" أ1W آ1 ��د C+��/ ) )2و 1 ((  ، Zأ� :�����n ، 0
2

5 2

≤−−
n

n
u

u
  

1  0:  أي  ≤−+ nn uu.   
)ا�������* : إذن   )nu 	�� *?\���
n.   

 *�8�C  ى�oأ :  

  �): �Iآ� )nu 	�� *?\���
n M���

" أ1W آ1 :  n"
 n ، 1 1 ≤+

n

n
u

u
  

�ع   
" ا��zال Qأ-ا� - /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� :�����  n ، 0 >nu    

 /�����E1 آ1 :  وWأ "
n"
 n ، 






 +=+
2

1 51 
2
1 

nn

n
uu

u
  

�ع   و
" ا��zال Qأ-ا� - /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� ���Wو  n ، 5 ≥nu    

 Z�
):  و )22 5 ≥nu 2 5:   أي ≥nu /�����Eو   :
5

1
 

1
2

≤
nu

 Z�
:  و
5

5
 

5
2

≤
nu

  

 1:  أي 
5

2
≤

nu
 Z�
 11:   و

5
1

2
+≤+

nu
 2:   أي 

5
1

2
≤+

nu
  

�ا �o151:  وأ 
2
1

2 ≤






 +
nu

1 1:   أي  ≤+

n

n
u

u
  

)ا�������* : إذن   )nu 	�� *?\���
 n.   

) ���رب ا�������*  )nu:   
  �
@�ودة 
" ا.��	 و
�Lا�8ة  أو 
@�ودة 
" ا.1Q0 و
���\?*  آ1 
�����*  :�Iآ�  

 *Eر���
 *�����
  . ه/ 
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�ع   
" ا��zال Qأ-ا� -�Wو   /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� ��n ، 5 ≥nu    
) وهIا �8�/ أن ا�������*  )nu 1Q0.ا "

@�ودة  .  

�ع   و
" ا��zال Qأن ا�������* - ب-ا� ���Wو  ( )nu 	�� *?\���
n.   
)����: أن ا�������*  � )nu *Eر���
  ) 1Q0.ا "

���\?* و
@�ودة .(  


" أ1W آ1 -أ  ، Zه�ن أ��
" n ا�+ n ، ( ) 5
2
1  5  1 −≤−+ nn uu:   


" أ1W آ1  n "
 n  ،   

 ( )
( )

( ) 






 −−−=







 −+−=






 −+−=






 −+−=






 −+=−





 +=−+
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2
55

2
1                    

1 5
2
55

2
1                    

5 5
2
15

2
1                   

5 5  5
2
1                  

52 5  
2
1    5 5  

2
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n
n

n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
nn

u
uu

uu

uu

uu

uuuuu

  

�ع   و
" ا��zال Qأ-ا� - /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� ���Wو  n ، 5 ≥nu     

 Z�
 0:  و
5

2
5    

≥






 −
n

n
u

u
): �����: أن   .  ) 5

2
1  5  1 −≤−+ nn uu.   


" أ1W آ1 :  إذن n "
 n ، ( ) 5
2
1  5  1 −≤−+ nn uu.   

) ا�0���ج أن -ب ) ( ) 5 2
1   5  0 −≤− uu

n
n:   

 Zأ� ���Wو HEال ا���zا�� "

" أ1W آ1  n "
 n  ،   

( ) 5
2
1  5  1 −≤−+ nn uu  
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 1Wأ "
 0=n : ( ) 5
2
1  5  01 −≤− uu  

 1Wأ "
 1=n : ( ) 5
2
1  5   12 −≤− uu  

 1Wأ "
 2=n : ( ) 5
2
1  5   23 −≤− uu  

   
  
  

                  ( ) 5
2
1  5  21 −≤− −− nn uu  

                   ( ) 5
2
1  5  1 −≤− −nn uu  

  

( ) ( ) 5 2
1   5  0 −≤− uu

n
n  

  
  ��ب 

∞+→n nu  lim  :   

  ��ه�* ا�@?+�E �) :�Iآ� )nu، ( )nv  َو( )nw  *8د����د l، &%ث 
������ت    
 /���  .  

nnn ،ا��Eاء 
" ر�+* 
�ّ��* إذا آ�ن  wuv      ≤≤ Rوآ��    
    <`ن 

  �11إذا آ�ن  :�Iآ� +<<− q  ن`>
+∞→

=
n

nq    0lim /�����Eو   :( )
∞+→

=
n

n
0  

2
1   lim       

�ع   
" ا��zال Qأ-ا� - /��+C د��
" أ1W آ1  ، Zأ� ���Wو  n ، 5 ≥nu     

  /�����E5  0 :و ≥−nu.   

 "
�ع  ا��zال  وQأن -ب -ا� ���Wو   :( ) ( ) 5 2
1   5  0 −≤− uu

n
n    

 Z�
):  و ) ( ) 5 2
1   5 0    0 −≤−≤ uu

n
n   ��Eأن و: ( )

∞+→
=

n

n
0  

2
1   lim     

):  �����: أن  )
∞+→

≤−≤
n nu 0    5   0    lim  أن :����� ��ه�* ا�@?+
    : و �� 

 ( )
∞+→

=−
n nu 0    5      lim  .   إذن : 

∞+→
=

n nu 5  lim  

�ف </C ب�P��E 
�ف &� اL�oال C
*�E�3ا�@�ود ا��� 

 	�� 1?@�:  

lnn wv
nn

==
+∞→+∞→

  limlim
lnu

n
=

+∞→
 lim
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  �0�    : ا�
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y
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 - 71 - 

����
   ا
	���ع ا

   ) ���ط4(   : ا����8" ا.ول

�آ� 
��د  12E H>�� z "�) ا���د ا���آ� ����8 1  )zf A�  ( )
1−

−= z
izzf  

�* ا.��اد ا���آ+* ���
 /> 1  c  *ا����د�  :  
( ) ( ) zizi f 245234545  −+=+    

 "2�� M آ��   </ ا�����ي ا���آ� ا�����ب إ�	 ا�����  �N zرة ا���د ا��
  . ا�����
� وا�������                  

�* ا���# -   أ���
 "�ّ� M�28ن A�@E  ( )zf �
��دا  ����� ��0+� ��� .  

) A�@E �28ن 0z ا �� ا���د ا���آ� - ب ) 10 =zf  و  ( )( )
2

3πarg 0 =zf   

   A  ،B </ ا�����ي ا���آ� ا�����ب إ�	 ا�����                  ، ���+� ا���#  
��	 ا������ C      و  ��   .0z  و i  ،  1:   ا��/ ��ا �


� ��ع ا��A�B -   أ ABC؟   
�ّ�" ا���9* - ب D *9��ة ا���i� C ���ا���� 	إ� *+����E ( )AB*��+C :���0وا   

 /��E�   .ACBD ا�

   ) ���ط��B:   )5/ا����8" ا� 

 ( )nu ّ�ه� ا.ول@E *>�0 0 ا�������* ا��� =u /��+C د��   :n  و
" أ1W آ1 
12  3  1 ++=+ nuu nn  

 ( )nv/��+C د��
" أ1W آ1  *>�βα:  آ�� n /�8 ا�������* ا��� ++= nuv nn      
 A�  α و β ن�����دان  �� .  

 "�ّ� α و β *�2ن ا�������� A�@E ( )nv��
�����* ه���0* ��98  ��ب أ0�0   
  .      و ّ�ه� ا.ول 

 "
   .nu *�!�E  n  و nv ا �� آ% 

 "��  :  �nS A′ و nS ا �� ا�����

nn vvvS   ...    10 nn    و    =+++ uuuS   ...    10 +++=′  

�ّ�"  �� \�� ا���د ا�9+��/ - أ n 8* ����د���\g* ا���ا\/ ا��E n3 	�� 5.   
�� n \�� ا���د ا�9+��/  �ّ�"- ب    �Wأ "
��Q ����د nu ا��/ �28ن �P
 5.   

( )  ,  ; vuO

( )  ,  ; vuO
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   ) ���طA��B:   )4ا����8" ا� 

�ا�������                        ����
� وا����� ا�</ ا��PQء ا�����ب إ�	  +��� ،  
) ا������8"  )1P  و( )2P A�   :022 =−−+ zyx د�* ������ي��
 ( )1P  

  وَ  
( )

βα
βαα

βα

++=
∈+=

++=

5
  ; 1

21
2 ;

 
        

z
y
x

r
  

) اآ�� 
��د�* ������ي  )2P.    

 ���l�� ����d "�ّ� 1n ي������ ( )1P ���l�� ����d2 وn������  ي( )2P.   

) Eّ�" أن ا������8"  )1P و ( )2P ان�
���
 .  

) - أ )1 ; 1 ; 3A ء�PQا� "
   وا�����ي �E A" ا���1d *9ا �� ا����<*.  ��9* 
 ( )1P*>2 &� ا����d *9��ا� "�E A وا�����ي ( )2P.   

) وا��������E A" ا���3d *9 ا�0��: ا����<*- ب )���UC ا������8"∆( )1P و( )2P  

�ّ�" ���B% و��9�0 �������� - أ  (    .�E λ!�* ا���0# ا�@���/ ∆(


" M - ب *�Q9* آ��� ( 
������ &���* ا����<* 2AM *�!�E λ"�Eا ��  . ∆(   

) وا������� A ا���9*  )∆.   

   ) ���ط7(   :�اUEا����8" ا� 

 f 	�� *>�[ ا��ا�* ا���د8* ا��� [∞+− ):  آ�� �8/ 1 ;  )
1

2
  

+
−=

x
xxf  

 /��� ( )fC *1 ���ا�Bا���@�/ ا��� f  �
���
 ���

���ي 
���ب إ�	  />   

                �����
  . و
ّ��ات ا��ا�* a� ادرس f.   

) Eّ�" أن - أ )fC أ �ه�� "�Eر��
 "������
 1+�8 ( )D
  Zد����xy =.   

) ادرس ا����Y* ا���+�* ����@�/ - ب )fC ���وا���� ( )D.   

) Eّ�" أن ا���@�/ - أ )fC ����N�> 9* و ��ة�1 </ �Nا�Qر ا��@
 U9�8 0x  

 A�  4.1 3.1 0 << x.   

��د�* - ب "�ّ� ( 
��س ����@�/ ∆( ( )fC ا����
@�ر ا�� U
 Z�C��� *9�� ��� .  

) ارW - �0ـ ) و ∆( )fC ا����� �Q� /> .  

( )  ,  ; jiO

( )   ,  ,  ;  kjiO

��1�B و9�0/ ������ي  ( )2P  
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ّ��0 ����م 
" أ1W ا����*  وا��/f أو�W ا��ا�* ا.��N* ���ا�* a����  x.   

 g ا����ل 	�� *>�[ ا��ا�* ا���د8* ا��� [∞+− ) ���E+�رة 1 ;  ) ( )xx fg  =  

 ( )gC *ا��ا� /�@�
 g HEا����� ا��� /> .  

) Eّ�" آ�� 2�8" إ��3ء -  )gC "
) ا�%9\�  )fC HEا����� ا��� �Q� /> Z�0ار �& ، .  

��د وإ�dرة  ��ل ا����د�* ذات �����E �\�� m  �� \�� ا���0# ا�@���/    

) : x  ا�����ل  ) 2 mg x =  
  


  ����"! ا
	���ع ا

    :ا����8" ا.ول 
)  1 ا����د�*  ) ( ) zizi f 245234545  −+=+:   

 ��8��  :( ) ( ) zizi f 245234545  −+=+   

 Z�
):  و ) zi
z

izi 24523
1

4545  −+=
−
−×+  

 Z�
):  و )( ) ( )( )12 45234545 −−+=−+ zziizi  

��	 ا����د�*  1?@� ����2 06820:  و��E ا��3� وا��+��# وا�� 2 =++ zz  

 	�� *�����E2 03410:   ��� 2 و =++ zz  ...  ( )E  


��L ا����د�*  ( )E  ه�  :( ) 22  6   3636 ii ==−=∆ .   
�ا<��" ه�� �
�آ+�" 
   ��E أن ا����L ه� ��د  ���/ ���0 <`ن هMI ا����د�* ��+1  ��" 

 iz 35 izوَ      ′=−− 35 +−=′′                   
iz:  ا����د�* ا����9ة ��+1  ��" ه�� :إذن   35 izوَ      ′=−− 35 +−=′′                 .  

�* ا���# -أ ���
 "���� M �28ن A�@E ( )zf����  دا��  �
��� �+��0 �:  
�8�* أو�	  C:  

 �� ا����0/ �ـ : �Iآ���Qا��  
B

A

zz
zz

−
−

 وَ   







−
−

B

A

zz
zz

arg :  

   Rإذا آ��A  ،Bَو  M *+آ���	 ا������ z وَ �N Az ، Bzر ا.��اد ا��   

 A�  Bzz   :  <`ن ≠
  
  
  

( )[ ]πarg 2   ; AMBM

BM
AM

B

A

B

A

zz
zz

zz
zz

=−
−

=−
−









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izB وَ �N 1=Azر�/ ا���د8" ا���آ+�" B وَ A ��2" ا�����9ن  =������	 ا��   

 ��8��  :( )
A

B

zz
zz

z
izzf

 
 

1  
 
−
−=−

−=     

) ( )zf �
��� ���0 /���  ( }>�28)( )( ) [ ]2π πarg ≡zfو Azz Bzz و≠   ≠(  
 Z�
):  و ) ( )z∈+= kkBMMA     ;  ππ  َو  AM BM وَ  ≠ ≠.   

):  أي  ) ( )z∈+= kkBMAM     ;  ππ  َو  AM BM وَ  ≠ ≠.   

�* ا���# : إذن  ���
M �28ن A�@E ( )zf  *����9* ا�������0+� ه/ ا� �����دا  ��  
 [ ]AB "��9��ا ا��� �
 A و B  )    أي : * ��Q�9* ا���ا�] [AB. (    

 *���& *�8�C :  

  *Eآ�� ( )zf ي���	 ا�123 ا��+   : UP�yixz += A�  ( ) 2  ; r∈yx.   

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
i

yx
yx

yx
yxyx

yx
yxiyxyx

iyx
iyx

iyx
yix

iyx
iiyx

z
izzf

2222

22

22

22

  1

1

  1

  
         

  1

1   
         

1

1

1

1

11
  

  

  

+−
−−+

+−
−−+=

+−
−−+−−+=

−−
−−×

+−
−+=

−+
−+=−

−=

  

): إذن   )
( )

( )
( )

i
yx
yx

yx
yxyx

zf
2222

22

  1

1

  1

    
+−
−−+

+−
−−+=  

  �)( :�Iآ� )zf �
��� ���0 /���   (}>�28  )( )( ) 0Im =zfو ( )( ) 0<zRé f(  

  Z�
: و

( )
( )

( )
0    

  1

   

0    
  1

1

22

22

22

 

 

<
+−

−−+

=
+−
−−

yx
yxyx

yx
yx

 /�����Eو       :

( ) 0   1

0   

0   1

22

22   

≠+−

<−−+

=+−−

yx

yxyx

yx

  

�ا  �oوأ: ( ) ( )
( ) ( )0 ; 1 ;

2
2  

2
1  

2
1

0   1
222

≠







<−+−

=+−−

yx

yx

yx
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�* ا���#  - ���
M A�  ا�����ي "
 0   1=+−− yx ���ه/ ا���� ( )AB.   

�* ا���#  - ���
M A�  ا�����ي "
 ( ) ( ) 222

2
2  

2
1  

2
1







<−+− yx /ه    

)  ا���ص ا��ا;�ي  )C *9��ا� MLآ�
)ا�Iي  ) 2
1 ; 

2
1

 Ω M� و�?� \9
2
2=r.   

 - UC��� ( )AB و ( )C * ��Q�9* ا���ه/ ا� ] [AB.   
�* ا���# : إذن  ���
M �28ن A�@E ( )zf��9* ا�������0+� ه/ ا� �����دا  ��  *��  
 [ ]AB "��9��ا ا��� �
 A و B  )    أي : * ��Q�9* ا���ا�] [AB. (    

) A�@E �28ن 0z  ��ب -ب ) 10 =zf  و  ( )( )
2

3πarg 0 =zf :   

) :  ��E أن ) 10 =zf  و  ( )( )
2

3πarg 0 =zf ن`>  :( ) iez
i

f −== 2
3

0

π
    

iz:  وE@1 ا����د�* 
iz

−=−
−

1 0

 
0 ���     :iz +=1 0  

   :C ABC+��* ا��A�B -  أ

21   ==−=−= izz ABAB ، 11     0 ==−=−= izzz ACAC      

0      11  وَ   ==−=−= izzz BCBC.   

u %�  :222 أن      ABBCAC BCAC وَ  += = A�Bأن ا�� :����� ،  ABC    
 /> �;�\ C "�\وي ا������
  . و

 *���& *�8�C:  أن *i %�E *����ا� �Q� 	ل إ��N2�8" ا��  :  
 0   . =CBAC  و   CBAC =.    

  *B��& *�8�C: A�Bا�� ABC "�\وي ا������
  : .ن Cوَ \�;�� </  

  i
zz
zz

CB

CA =
−
−

  

  
)   و   ) [ ]ππ arg 2 

2

1 

 ≡

=

i

i
 Z�
):       و ) [ ]ππ 2 

2
 ; ≡

=

CACB

CACB
  

    
  )                                  وَ                                                    (                              

 
�ة ا���D *9 ����" ا���9* - ب�i� C ���ا���� 	إ� *+����E ( )AB:   

)��د�*   )AB /1   0:  ه=+−− yx /�����Eو  :( )1 ; 1 −AB Z� Z�W�� ع��d .  

( )   ;    arg ACBC
CB

CA
zz
zz =







−
−

CB
CA

CB

CA
zz
zz =−

−
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�ة ����D *9 ��2ن ا���9* �i� C ���ا���� 	إ� *+����E ( )AB # إذا آ�ن�إذا و<  :  
 CDAB⊥ *�9�ا� �?��
]  وَ  ]CD ���ا���� 	إ� /���� ( )AB.   

:  وE@1 ا����* 
( ) ( )

01
2

  

2

  

01 1  1 1

=++−+−

=−−−

DCDC

DD

yyxx
yx

 	�� 1?@�     :
0

0

=
=

D

D

y
x

   

) : إذن  )0 ; 0D ة��i� أي أن C ���ا���� 	إ� *+����E ( )AB *9��ه/ ا� O.   

 /��E�   :ACBD ا�0���ج C+��* ا�
���" ��E��+* إ�	 ا������� D و��E C أن ا�����9" l���
 ( )AB ن`> CDAB⊥   

 /��E�
�����8ن .ن ACBD أي أن \9�ي ا� ���
�ان ، وز�8دة ��	 ذ�� <���
   :  
 2== CDAB  .  /��E��UE  ه� ���ACBD��: أن ا�
. 

   :��B/ا����8" ا� 

 "���� α و β *�2ن ا�������� A�@E ( )nv *�0��ه *�����
  :  
  �) ��2ن :�Iآ� )nv *�0��ه *�����
��د  ���/  �W# إذا و�إذا و< q A�@E :  

          /��+C د��
" أ1W آ1 n   ،nn vv q.1 =+  
 ��8�� : 12  3  1 ++=+ nuu nn ��8و��   :βα ++= nuv nn      

 Z�
:  و
( )

( )  12  3        

12  31    

  

    11

βαα
βααβα

+++++=
+++++=+++= ++

nu
nnunuv

n

nnn  

�ى و oأ *�W "
 ��8�� ، :βα qqq q nuv nn      ++=  
 /�����Eو  :( ) βαβαα qqq nunu nn ++=+++++      12  3     

 *�E�9���E  :
ββα

αα
q

q
q

=++
=+

=

 1
2

3

 Z�
:      و
ββα

αα
3 1

32
3

=++
=+

=q

 Z�
 :    و
1 
1
3

=
=
=

β
α
q

  


" أ1W :إذن   1== βα �2ن� ( )nv *�0��ه *�����
 ��   و ّ�ه�  q=3 أ0�0
0 1 ا.ول  =v.   

 *Eآ�� nv *�!�E n  : nnn
n qvv 33 1   0 =×=×=  

   : nu *�!�E n ا�0���ج 


" ا����واة  :1   ++= nuv nn 1 3 1 :  �����: أن        −−=−−= nnvu n
nn  

   :nS  ��ب ا�����ع 
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( )1 3 2
1

31

31
1

1

1
    ...    1

11

010
 −=

−
−×=

−
−×=+++= +

++
n

nn

nn q
qvvvvS  

   :nS′  ��ب ا�����ع 

 UP�  :( ) nnnn wvnvu   1     +=−−+= A�   :n
nv =−−   1  وَ  = 3 nwn  

):  واpY أن  )nv *�0��ه *�����
 ��0 1 و ّ�ه� ا.ول q=3 أ0�0 =v.   
 ��Iآ  :( )nw ��
�����*  ���E* أ0�0 1−=′q 0 1 و ّ�ه� ا.ول −=w.   

  
 Z�
  :  و

  
  
  

):  و���� أن  )1 3 2
1    ...   1

10 −==+++ +n
nn Svvv  

) وَ   ) ( )( )21
2
1    

2
1   ...    010 ++−=++=+++ nnwwnwww nn  

):  إذن  ) ( )( ) ( )( ) 




 −++−=++−−=′ ++ 121 3 

2
121

2
1   1 3 2

1 11 nnnn nn
nS  

��	 ��n3* اg\���8* ����د  درا�E *0ا\/ ا��- أ 5:   

 [ ]5 1 30 ≡ ، [ ]5 3 31 ≡ ، [ ]5 4 32 ≡ ، [ ]5 2 33 ≡ ، [ ]5 1 34 ≡.   


" ا��%\*  :[ ]5 1 34 ): �����: أن ≡ ) [ ]5 1 3 k4 k≡ي  أ :[ ]5 1 34 ≡kU
 n∈k  

 [ ]5 3 3 14 ≡+k  ،  [ ]5 4 3 24 ≡+k  ،  [ ]5 2 3 34 ≡+k  

�����?  و4دور8* ودوره�  5 ��	 �En3ا\/ \��*  :إذن   /�mا���ول ا /> :  
��د k /��+C </ هIا ا���ول �8لّ  	�� .  

n  k4  14 +k  24 +k  34 +k  
  2  4  3  1  ا�+�ا\/

  
�� n \�� ا���د ا�9+��/ "���� - ب�Wأ "
��Q ����د nu ا��/ �28ن �P
 5:   

 ��8��  :1 3    −−= nu n
n Z�
]:   و ]5  0 ≡nu   }>�28   [ ]5  01 3   ≡−− nn  

kn إذا آ�ن  ــ 4= : [ ]5  014 3  4 ≡−−  kk Z�
]:  و ]5  014 1  ≡−−  k   

( ) ( ) ( )
( ) ( )nn

nn

wwwvvv
wvwvwv

uuu nnS

  ...          ...          

  ...            

  ...    

1010

1100

10

+++++++=
++++++=

+++=′
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]:  أي  ]5  04 ≡− k/�����Eو   :  [ ]5  0≡k Z�
kk:   و ′≡ 5 A�   :n∈′k   
kn:  </ هMI ا�@��* �28ن  ′= 20 A�   :n∈′k.   

14 إذا آ�ن ــ  += kn : ( ) [ ]5  0114 3  14 ≡−+−+  kk   
 Z�
]:  و ]5  024 3  ≡−−  k أي   :[ ]5  14 −≡− k أن ��Eو   :[ ]5  14 ≡−   

] و  ]5  41 ≡−  :��8  :[ ]5  4≡k Z�
45:    و +′≡ kk A�   :n∈′k   
1720:  </ هMI ا�@��* �28ن  +′= kn A�   :n∈′k.   

24 إذا آ�ن ــ  += kn : ( ) [ ]5  0124 3  24 ≡−+−+  kk   
 Z�
]:  و ]5  034 4  ≡−−  k أي   :[ ]5  14 −≡− k أن ��Eو   :[ ]5  14 ≡−   

] و  ]5  41 ≡−  :��8  :[ ]5  4≡k Z�
45:    و +′≡ kk A�   :n∈′k   
1820:  </ هMI ا�@��* �28ن  +′= kn A�   :n∈′k.   

34 إذا آ�ن ــ  += kn : ( ) [ ]5  0134 3  34 ≡−+−+  kk   
 Z�
]:  و ]5  044 2  ≡−−  k أي   :[ ]5  24 ≡− k ��Eأن   و :[ ]5  14 ≡−   
  :��8  :[ ]5  2≡k Z�
25:    و +′≡ kk A�   :n∈′k   

1120:  </ هMI ا�@��* �28ن  +′= kn A�   :n∈′k.   

    :A��Bا����8" ا�  


��د�* ������ي  *Eآ�� ( )2P:   

 ��8��  :
βα

α
βα

++=
+=

++=

5
1

21
        

z
y
x

:        أي 
βα
βα

α

++=
++=

+=

5

21
1

        z
x
y

    

 Z�
):  و )
β

β
α

+−+=
+−+=

−=

15
121

1

yz
yx

y
:       أي 

124
12

1

+−++=
+−=

−=

yxyz
yx

y
β
α

  

��	 ا����د�*  1?@� *B��Bا����د�* ا� #��+�E05:  و =+−− zyx  

��د�* ������ي : إذن  ( )2P /05:  ه =+−− zyx  

 "���� 1n 2  وn:   

��د�* ������ي  ( )1P /022:  ه =−−+ zyx Z�
):    و )1 ; 2 ; 11 −n  

��د�* ������ي  ( )2P/05  : ه =+−− zyx Z�
):    و )1 ; 1 ; 12 −−n  

) �+��ن أن ا������8"  )1P و ( )2P ان�
���
 :  
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 ��8��  :( ) ( )( ) 022111211   21. =−=−−+−+×=nn Z�
21:   و   nn ⊥  
) ا������8ن :إذن   )1P و ( )2P ان�
���
 .  

   :2d  و 1d ��ب -أ 
  �) ذات اg �ا&��ت A ا����<* �E" ا���I�: *9آ� )000  ; ; zyx وا�����ي ( )P   ذي  

+++=0 ا����د�*  dcba zyx �W/ ا������ه/ ا���د ا�@ ( )( )PAd  ;  A�  :  

  
   

 Z�
 :  و
3
6

6

2

141 

 21123 
 1 ==

++
−−×+

=d  

          32
3

6
111 

 51113 
 2 ==

++
+−×−

=d  

) وا������� �E A" ا���3d *9 ا�0���ج ا����<* -ب  )∆ UC��� ( )1P و( )2P:   
) ���� أن ا������8"  )1P و( )2P ان  و�
���
 ( )∆ ����C��� �����
   !  Aا���9* .  

) ����/ إ�	  )1P 	و! ����/ إ� ( )2P .   
) وا������� A ا����<* �E" ا���9*     ه/ ا����#  AH A�  H ه/ ا��9ل∆(

��	 ا������� A ا����دي ����9*  ( )∆.   
 "2�� A′ *9���� # ا����دي�ا��� A ا�����ي 	�� ( )2P A�Bن ا��`> /�����Eو ،   

 HAA ′ /> �;�\ A′ رث�_�B�> *�ه�+
  :  ، و �� 

 ( )
9

114 32  
3
6       

222
2

2
1

22
3 =+







=+== ddd AH   

   : إذن 
3
114 

 3 =d   

)  ����" ��1�B و9�0/ �������� - أ    :�E λ!�* ا���0# ا�@���/ ∆(

 ��8��    :
05

022

=+−−
=−−+

zyx
zyx

 Z�
):      و ) 0522

22

=+−−+−
+−=

zyyz
yzx

  

 /�����Eو  :
3
7

22

=

+−=

y

yzx
�ا �oوأ         :

3
7

3
82

3
72

=

−=+×−=

y

zzx
  

( )( )
222

000

  

       
 ; 

cba

dcba zyx
d PA

++

+++
=
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 UY�Eو λ=z /1 ا��9�0/ ا�����Bا��� 	�� 1?@�   :( )
λ

λ 

λ

      3
7

3
8

=

∈=

−=

z

y

x

r  

   :2AM *�!�E λ  ��ب -ب

 ��8��  :( )1  ; 1 ;  3 −−− zyxAM   

 Z�
:   و

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

9
314 

3
40  2         

1  1  3          

 1  1  3  

 2

222

2222

3
7

3
8

+−=

−+−+−−=

−+−+−=

λλ

λ λ
zyxAM

                                                                                                                                                                                                                                                                                   

) وا������� A ا�0���ج &���* ا����<* �E" ا���9*  )∆:   
) وا������� A ا����<* �E" ا���9*  )∆ "�E *>��
 �) وA ه/ أ\?    ، هMI ا����<*∆(

��	 ا������� Aه/ ا����# ا����دي ����AH A�  H  *9 ه/  ( )∆.   

 "2�� f 	�� *>�):  Eــ r ا��ا�* ا��� )
9

314 
3
40  2  λ 2 +−= λλ f  

ّ�� ا��ا�*  * a� Mدرا0* ا���f :   

)و  �d%� *�E�\ r��ق ��	 f ا��ا�*  )
3
40  4λ −=′ λf   

 ) ( ) 0λ =′f   (   }>�28 )0
3
40  4 =−λ   ( Z�
: و

3
01  =λ   

��	 f ا��ا�*  *?\���
 ]
3

10 ; ∞− ] 	�� ; +∞]و
�Lا�8ة 
3

�ى ] 10aN *��\ 1+�و�  

1Wأ "
  
3
01  =λ .  *>�2ن ا����� I;���AM ى�aN  ) *8�aNأ. (  

�ى ه/ a?* ا����ا� MI�) ا���9* ا���ا<�* � ) 3
10 ; 

3
7 ; 

3
2H.   

):  و�����E/ <`ن  ) ( ) ( ) 3
114 1

3
10  1

3
7  3

3
2  

222
=−+−+−=AH  

:  إذن 
3
114  =AH )   أن u !

3
114 

 3 == AH d(   
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�اUEا����8" ا� :    

ّ��ات ا��ا�* a� *0درا f:   
) : ا�����8ت  )

> −→
∞−=

1
 lim

x
xf   و   ( )

∞+→
∞+=

x
xf lim  

)  ��ب  )xf ′ : ( )
( ) 11

1 
1

 
++

= +′
xx

xf  

) إ�dرة  )xf 
" أ1W آ1  : ′x "
 ] [∞+−  ; 1 ، ( ) 0>′ xf.   
��	 ا����لf ا��ا�* : إذن  �

�Lا�8ة ��� ] [∞+−  ; 1.   

�ات �aول ا���W  :  
  
  
  
  
  
  
  
  

) �+��ن أن - أ )fC أ �ه�� "�Eر��
 "������
 1+�8 ( )D Zد����
 xy =:   

):  ��E أن  )
> −→

∞−=
1

 lim
x

xf Zد����
   ه� 
�����  x=−1 �����: أن ا������� ا�Iي 


��رب ����@�/  ( )fC.  

  ��<* آ�� f/�8 إذا آ��R ا��ا�* :�Iآ��
   : ( ) ( )xxx baf ϕ++=و   Rآ��  
 ( )

∞+→
=

x
x 0 limϕ Zد����
baxy  <`ن ا�������  ا�Iي  
��رب 
�;1 ه�  =+ �����
  

��� f ����@�/ ا���1B ���ا�*  ∞+.    

 ��8�� :( )
1

2
  

+
−=

x
xxf 23ا� "
)1 وه/  ) ( )xxx baf ϕ++=  

 و��E أن 
∞+→

=
+

−
x x

0
1

2
  lim ���أن ا���� :����� ( )D Zد����
xy ا�Iي     ه�  =

 /�@���� 1;�

��رب  �����
 ( )fC ��� ∞+.   

)/  درا0* ا����Y* ا���+�* ����@�-ب )fC ���وا���� ( )D:   

x 1−
+( )xf ′

( )xf

∞+

∞+

∞−
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" أ1W آ1 x"
 ] [∞+−  ; 1 ،  ( )
1

2
  

+
−=−

x
xxf رة�dن إ`> /�����Eو     

�ق   Qا�( ) xxf  ه/ إ�dرة − 
1

2
 

+
−

x
  .  ، Zأ� ��E1وWأ "
   ا����ل   
"x آ1

 ] [∞+−  ; 1 ، 0
1

2
 <

+
−

x
)�����: أن ا���@�/  )fC ���ا���� R@� U�8 ( )D .  

) �+��ن أن ا���@�/ - أ )fC�N�> 9* و ��ة�1 </ �Nا�Qر ا��@
 U9�8  ���0x  

 A�  4.1 3.1 0 << x:   
�ه�* ا���� ا����90*  +�E �  : إذا آ�ن .�Iآ�
  f ا����ل 	���ة ���
 [ ]ba    ؛ ; 

  f ا����ل 	�� �
] ر��+* ��� ]ba    ؛ ; 
  ( ) ( ) 0 <× bfaf.   
) ا����د�* :�@�����   ) 0=xf +1  % و ��ا��0x ا����ل "
 ] [ba  ; .   

@�ر ا��Qا1N </ ��9* و 8�f U9 ا���@�/ ا���1B ���ا�* :ه����0   �����N�> �0ةx    

" ا����ل  ] [ba  ; .   

�ات ا��ا�* �a� ول�W "
 f 	�� �
�ة و
�Lا�8ة ������
 ��] �% u أ� ]4.1 ; 3.1 ،   
):  ز�8دة ��	 ذ��  ) 01.03.1 −=f و ( ) 10.04.1 =f  /�����Eو   :  

 ( ) ( ) 04.13.1 <× ff  .  /�@�أن ا�� :�����( )fC  *9�� /> 1Nا�Qر ا��@
 U9�8   

 ����N�> 0 و ��ةx A�   :4.1 3.1 0 << x.    

��د�* - ب "���� ( 
��س ����@�/ ∆( ( )fCا����
@�ر ا�� U
 Z�C��� *9�� ��� :   

 �
��د�* 
��س ا���@�/ ا���1B ��ا�*  : �Iآ�f *�N�Q9* ذات ا��ا�� ��� a /ه :  
 ( ) ( ) ( )afaaf xy +−= ′ .  

 UC��� *9�� "���� ( )fC ا����
@�ر ا�� U
 :  

 1Wأ "
  :0=x ���  :( ) 20 −=f /�����Eو  ( )fC  /> ا����
@�ر ا�� U9�8   

) ا���9*  )2 ; 0 −B.    

��د�* ا����س  *Eآ�� ( ��� ا���9* ∆( B :   


��د�*  ( 
" ا�123 ∆(  :( ) ( ) ( )afaaf xy +−= ′ .   A� :    
 ( ) ( ) 20 −== faf  َو  ( ) ( ) 2 0 == ′′ faf  Z�
):  و ) 202 −−= xy.   


��د�* ا����س : إذن  ( 22 ه/ ∆( −= xy.   
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) رW - �0ـ ) و ∆( )fC :  123ا� �iا�.  

ّ��0 وا��/ ����م 
" أ1W ا����* f ا��ا�* ا.��N* ���ا�* F  إ��8دa����  x:   
 �
��ل uإذا آ��I�  : Rآ� 	��
"   x  وآ�ن ، 
" أ1W آI1 دا�* \��d%� *�E��ق    

  I ، ( ) 0>xu �2ن�  cu + 2)  r∈c (  *ا���� *��Nدا�* أ
u
u′ 

 	�� I.   

 ��8��  :( )
1

2
  

+
−=

x
xxf  و  ] [∞+−=  ; 1I.   

�ة ��	 f ا��ا�* ���
 ] [∞+− ��	 هIا ا����ل  1 ;  *��N1 دوا! أ+�� /�> /�����Eو   
: 1 ا��ا�*  +xxu a	��[  \��d%� *�E��ق  [∞+− 
" هIا  x و
" أ1W آ11 ;    

) :   ا����ل ) 1 =′ xu ��2� 2�8" أن ،  :
1

2 
+

−
x

��	 ا�123  
u

u′
×− 2    

 ه/ دا�* أ��N* ���ا�* u2 و���� أن 
u

u′
.     

�* ا��وال ا.��N* ���ا�* :  إذن ���
f 	�� ] [∞+−   :  ه/ ا��وال 1 ; 

  ( ) cxxxF ++×−= 1 22
2
1  2 A�  c /���  RE�&  .  

) و���� أن  ) 00 =F Z�
   .c=4:  و

) : إذن  ) 41 4
2
1  2 ++−= xxxF  

) �+��ن آ��Q* إ��3ء  )gC "
) ا�%9\�  )fC:   

 �):  �Iآ� ) ( ) ( )
( ) ( )  

0  ;   

0  ;    
 

  
 





≤−
≥

=
xx
xx

x
ff

ff
f  

 Z�
):  و ) ( ) [ [
( ) ] ]  

 ; 1  ;   

 ;  ;    
 

0

0   





−∈−
∞+∈

=
xxx

xxx
x

f

f
g  

] إذا آ�ن -  [∞+∈  ; 0xx ن`> ( ) ( )xx fg = Z�
):  و )gC 	�� H+9�8 ( )fC.   

[ إذا آ�ن -  ]  ; 1 0xx ) <`ن ∋− ) ( )xx fg −= Z�
):  و )gC �l��8 ( )fC    

  1Nا�Qر ا��@
  .     ��E��+* إ�	 

) ر�0  )gC :  123ا� �iا� .  
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) ا����\3* ا�+����* ���د وإ�dرة  ��ل ا����د�*  ) 2 mg x =:   

2 0: إذا آ�ن -  =m 0:   أي =m �+W�
  . <`ن ا����د�* ��+1  % وا �ا 

2 2:  إذا آ�ن -  =m أي    :{ } 2 ; 2 −∈m  +1  ��" أ �ه���ن ا����د�* �`>   

��وم  �omوا �W�
    .  

0  2 2:  إذا آ�ن -  << m [−2  ; 2 : ]  أي∈ m  "��  1+�� *ن ا����د�`>   
 "�+W�
    .  

   <`ن ا����د�* ��+U[ 2 ; −∞−]∈ m  1[2 ; +∞: ]أي m<  2 2:  إذا آ�ن - 
  .�dgرة     ��" 
����Q" </ ا

 �0�  : ا�

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

( )D

( )∆

( )gC

( )fC

( ) ( )gf CC  , 

x

y
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  ا
	���ع ا�ول 
 "8�  ) ���ط 1 :  )5 ��

�����ب إ�	 ا����� ا�����
� وا�������ا�  ا���آ�ا�����ي</  +��� ،                   

i33و  i−3 ا����" ! ���ه�� Bو  Aا�����9"   + ������	 ا�� .  

 ZE�3��� *+آ��آS  ML اآ�� ا��+�رة ا��
�ّ�"B إ�	 A و8@ّ�ل Oا�Iي  �&   
 Z�+و�� Z�8زاو      .  

AA : آ�� �8/ ���ف 
�����* ا���# 
" ا�����ي ا���آ�    ، و
" أ1W آ01=

      /��+C د��n ، ( )nn ASA 
L إ�	 ! �*  . 1+=��nA L
���E nz.   

   .2Aو  0A، 1A أ�3{ </ ا�����ي ا���آ� ا���#  -   أ

�ه" أن - بE  :( ) ( )62
ππ

 32
−

=
nin

n ez  

�* ا.��اد ا�W - *���+9ـ���
 "�ّ� n*9��ا� ���Wأ "
) إ�	 nA ا��/ ����/  )1OA  

� ا�������* +��� ( )nu /�8 آ�� *>�  :  ا���

     100 AAu =+1  و = nnn AAu /��+C د��
" أ1W آ1  n.   

) أن Eّ�" -أ     )nuه���0* ��98 ����"  ّ�ه� ا.ول *�����
  0uو ��   .q أ0�0

�+�رة ا�0��:  - ب nu *�!�E n.   

nS A�   :nn ، ا�����ع nا �� ، W-  *�!�Eـ   uuuS   ...    10 +++=   

&� ا ��        
∞+→n

nS lim  

  "8�  ) ���ط ��2 :  )4
  ا�������                       ، ���+� ا���#����
� وا����� ا�����ب إ�	 �PQء ا� </ ا�

 ( )1 ; 2 ; 0A ، ( )3 ; 1 ; 1 −−Bو  ( )1 ; 0 ; 1 −C.    

�آLه� S اآ�� ا����د�* ا���28ر��* ��p9 ا�2�ة 
   .A و�1�3 ا���C *9 ا��/ 
) ��2" ا�������  )D /9�01 ا���B����E ف�  : ا���

  
  

) اآ�� 
��د�* ������ي -   أ )P *9��ي 1�38 ا�Iا�C ���ا���� �
) و��8 )D.   
) وا������� �E *C" ا���9*  ا �� ا����<- ب )D.   

ر��Y�8ت: ا����2E2008  .   *+�3ر�8   

( )  ,  ; vuO

( )   ,  ,  ;  kjiO

( )
λ

λλ
λ

23
   21

1

+−=
∈+=

−−=

z
y
x

r
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� ذا �����: <��� UY���E H���8 ا���+/ �12 
" ا������� - Wـ ( )Dة�   ؟S وp90 ا�2

  "8�  ) ���ط ��3 :  )5
� ا����د�* +��� ( )Eا�?@�@�"  ذا "����y A�   :78213 و xت ا��� =− yx  

) Eّ�" أن - أ )E /> !��  1+�� 2
z.   

) أ&+R أ�Z إذا آ��R ا�B��;�* - ب )yx  ;  "
 2
z *د������ %  ( )E ن`> [ ]7 5≡x    

) ا�0��:  ��ل ا����د�* -     )E.   

7��	 �E ، n5ا\/ ا����* اg\���8* ����د n ادرس ،  �� \�� ا���د ا�9+��/-أ  

)�ت  �ّ�" ا�B��;�- ب )yx  ;  "
 2
n *ا��/ ه/  ��ل �����د� ( )E H�@و�  :  

      [ ]7 35 5   ≡+ yx  

  "8�  ) ���ط ��4 : ) 6

� ا��ا�* +��� f ا����ل 	�� *>�] ا��� ):  ���E+�رة  1 ; +∞] ) 13 −+= xxf  
L
�8 ( )c/�@�
   </ ا�����ي ا��Lود ������E ا�����
� وا�������f إ�	 

   ) .cm 2ا�� �ة ��	 ا��@�ر8"  ( 

 ا �� 
( ) ( )

>→ −
−

1 1

1
  lim

x

ff

x
x

  .  و<ّ�� ا�����* ه����0 

ّ��ات ا��ا�- a� ادرس  *f.   

) ، أ�3{ ا���@�/ ″ ا��Iر ا�������0�E ″ /��Eل 
�@�/ ا��ا�*  -  )c.   
) ار�Q� /> �0 ا����� ا������� -  )D Zد����
xy ا�Iي  =.   

�ف ا�������* ّ�� ( )nuا 	��  *������n /�mآ�   : ( )nn uu
u

f=
=

+1

0 2
  

) ����0�Eل -   أ )D و ( )c 1 ا�@�ودB
 ، 0u ، 1u 2 وu 1Nا�Qر ا��@
 	�� .  

ّ�� ا�������*  UY ������  �- بa� Mل ا���( )nu ��Eر��و� .  


" أ1W آ1 ��د C+��/ - أ Zأ� UWا����E "ه�E n ��8��  :  
         5  2 ≤≤ nu 1      و nuun >+  

) ا�0��: أن -  ب )nu *Eر���
ا �� .  
∞+→n nu  lim .   

  
  
  
  

( )  ,  ; jiO
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  "! ا
	���ع ا�ول
1 ���8"ا� :   

 ZE�3��� *+آ�  : S آ��E* ا��+�رة ا��
 �d�+ا�� ZE�3رة ا���+� S 123ا� "
 bazz +=′.   

 ��8��  :
( )
( ) BAS

OOS

=
=

 /�����Eو      :
ba

ba

AB

OO

zz
zz

+=
+=

 

 
 Z�
:        و

0

3

=
=

b

a i  

izz:  ه/ S ا��+�رة ا���آ+* ���ZE�3 :إذن    3=′   

�d�+ا�� ZE�3ا�� �N���S :  MLآ�
O Z�+�� ، 3=k Z�8وزاو  [ ]ππ 2θ
2

≡   

 *i %
 :  "2�8E *�Eا�����* ا��� �Q� 	��  :��ل ا�����8 ا����/ ���0ا�@?�ل 
MLآ�
� ا�Iي d�+ا�� ZE�3��� *+آ�) ا��+�رة ا�� )00 zM Z�+�� ،k( )0>k Z�8وزاو   

θ يI9*  وا��12 �E H>�8( )zM *9��ا� ( )zM ):  ه/ ′′ )0
θ

0  zzezz ik −=−′   

 	�� 1?@� /�����Eو  :zeziz
i 2
π

 3 3 ==′  
� ا�2A :  123و  0A، 1A إ��3ء ا���#  - أiا�  


" ا  *\%��( )nn ASA    : �����: أن 1+=

 ( )01 ASA = Z�
izez : و
i

33  3 0
2

1

π
): إذن  . ==+ )3 ; 31A  

 ( )12 ASA = Z�
izez : و
i

333  3 1
2

2

π
): إذن   . ==−+ )3 ; 332 −A  

) ا�+�ه�ن أن  - ب ) ( )62
ππ

 32
−

=
nin

n ez:   


" ا��%\*  ( )nn ASA    : �����: أن 1+=

 0
2

1

π
 3 zez

i
=  

 ( ) 0
2

22
0

22
1

2
2

π
 3  3 3  3

πππ
zezeezez

iiii
=×==  

 ( ) ( ) 0
2

3
3

0
2

222
2

2
3

ππ
 3 3  3  3

ππ
zezeezez

iiii
=×==  

....................................................................................    

):  و
�Z ا������ ا����/  ) 0
2

1
2

ππ
 3  3 zezez

nin
n

i
n == −  

 *�Nا��� "
): و )      2121 θ θθθ  +=× iii eee أن ����6:  و
0

π
 23

i
eiz

−
=−=  
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):   �����: أن  ) ( ) 62
0

2
1

2
ππππ

 2  3  3  3
ininnin

n
i

n eezezez
−

×=== −  

):  إذن  ) ( ) ( )6262
ππππ

 32  2  3
−−

=×=
nininin

n eeez  
  *�8�C2:  *���0ام ا�����* ا������E ى وذ���o* أ�8�C 2�8" ا����0ل :  

��ت �����: أ�Z إذE�3آ� ا���
 �8��� "
�آML ا���S *9ا آ�ن  
�ا d�+
 ��E�3� O    
 Z�+�� k Z�8وزاو θ آ��
�ة ا��n ZE�3 <`ن 
 S  Lآ�� ��Q� Z ا��d�+
 ZE�3� ه�   

O Z�+�� ، nk Z�8وزاو θn .   

  *�8�C3 : ه�ن أن�+�� UWا����E ه�ن�) 2�8" ا����0ل ا�+ ) ( )62
ππ

 32
−

=
nin

n ez   
�* ا.��اد ا�W- *���+9ـ���
 "���� n :   

 *� ! 1A /ه iz 331 ) و�����E/ <`ن 
��د�* ا������� =+ )1OA/هxy 3=   

 ] ( )1OAAn∈   [    }>�28 ]( ) ππarg
3

knz +=[   

 Z�
ππππ:  و
362

kn 12:   �����: أن −=+ += kn U
 n∈k  

) إ�	 ا������� nA ����/ ا���9*: إذن  )1OA إذا آ�ن n �8د�> ����+C دا��   

) أن إ&+�ت -أ  )nu *�0��ه *�����
  :  

  �) :�Iآ� )nu# إذا و�ه���0* إذا و< *�����
��د  ���/   �Wq A�@E :  

 /��+C د��
" أ1W آ1           n ، nn uu q  1 ×=+  

 ��8��  :1+= nnn AAu Z�
211:   و +++ = nnn AAu      

 �d�+ا�� ZE�3��� ةLا���� *Nا��� ��  S�9*  <`ن�ا�� *�;��Bرة ا��N ( )1 , +nn AA  

) ه/ &��;�* ���9*  )21  , ++ nn AA A�@E  :121 3 +++ = nnnn AAAA  

 /�����Eو  :nn uu  31=+  

) :إذن   )nu *�0��ه *�����
4100  ّ�ه� ا.ول  == AAu ��  q=3 وأ0�0

�+�رة ا�0���ج  - بnu *�!�E n : ( )nn
n quu 34   0 =×=  

   : nS ��ب ا�����ع  -Wـ 

 ( ) ( )[ ]1
1

010 31 312
1

1
   ...    +

+
−+−=

−
−×=+++= n

n

nn q

q
S uuuu   

  ��ب 
∞+→n

nS lim :  أن ���� :( ) ∞+=
∞+→

+

n

n 13 lim�����Eو  / :∞+=
∞+→n

nS lim     
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��2�8"  ا�:    

   : S آ��E* ا����د�* ا���28ر��* ��p9 ا�2�ة 


��د�*  S 123ا� "
  :( ) ( ) ( ) 22
0

2
0

2
0       rzzyyxx =−+−+−  

 �9\ �?� S 3441:  ه� =++== CAr  


��د�* :ذن  إ S  /ه ( ) ( ) 9  1    1 222 =+++− zyx  


��د�* ������ي - أ *Eآ�� ( )P :   
 ( )2 ; 2 ; 1 −n �������� Z�W�� ع��d ه� ( )D ي������ /�l�� ع��d وه� ( )P   

 "2�� ( )zyxM 
" ا��PQء  ;  ;  *9�� .  
 ] ( )PM ∈   [    }>�28 ]CMn ⊥     [   Z�
  CMn= . 0: و

 /�����Eو  :( ) ( ) 012211 =+×+×+−×− zyx  

��د�* :إذن   ( )P /0322 ه =+++− zyx  
�ى  o* أ�8�C:أن ��E  ا���3ع ( )2 ; 2 ; 1 −n ي������ /�l�� ( )P*د���
) <`ن  )P   


" ا�123   :022 =+++− dzyx  
) و.ن  )PC∈ ن`> ( ) 012021 =+−×+×+− d Z�
  d=3:   و


��د�* :إذن   ( )P /0322 ه =+++− zyx  
) وا������� C  ��ب ا����<* �E" ا���9* -ب )D:   

) وا������� C ا����<* �E" ا���9*  )D /ه CH A�  H # ا����دي�ه/ ا���   
 *9���� C ���ا���� 	�� ( )D.   

2A
1A

0A
O
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  λ=0: <��� :                          ���م E@1 ا����* H �����" إ �ا&��ت ا���9* 
  
   
  

 /�����Eو  :( )3 ; 1 ; 1 −−H  Z�
3414: و =++=CH  
) وا������� C ا����<* �E" ا���9* : إذن  )D /ه ( )( ) 3 ; == CHDCd  

) ا��UY ا���+/ �12 
" ا������� -Wـ )Dة�   :S وp90 ا�2
�آp90 L ا�2�ة  ( ��E C أن ��Eُ ا���9* 
�" ا������� ) ( )D  �   ��8وي �?� \9

) �����: أن ا������� p90 S ا�2�ة  )D ة�
��س ��p9 ا�2 S .   

��3�8"  ا�:    

) �+��ن أن - أ )E /> !��  1+�� 2
z:   

 �cba ��+1 ا����د�* : �Iآ� yx =+/> !��   2
z # إذا آ�ن�إذا و<   

          ( )    pgcd ; ba  ّ�� ا���د�8c.   

) : ���� أن  ) 3 12 ; 3 pgcd ) 78 8�ّ�� ا���د ��E3 أن ا���د .   = ) 26378 ×=   

)�����: أن ا����د�*  )E /> !��  1+�� 2
z .        

) إ&+�ت أ�Z إذا آ��R ا�B��;�* -ب )yx  ; "
 2
z *د������ %  ( )Eن`> [ ]7 5≡x:   

 ��8��  :[ ]7 021 ≡y و  [ ]7 178 ) و���Z ���2 ا����د�*  ≡ )E /�8 آ��    :  

[ ]7 13 ≡x ��2�  *�>اص ا���ا�o �� و  :[ ]7 1535 ×≡× x أي  :[ ]7 515 ≡x  
]:  �����: أن  ]7 5≡x  

) ا�0���ج  ��ل ا����د�* - )E:   
 "
  :[ ]7 5≡x57  : �����: أن += kx *�8 </ ا����د������Eو  ( )E ���  :  

 3−= ky  
)*   ��ل ا����د�: إذن  )E ت��;��Bه/ ا� ( )yx  ;  A�   :   

7��	 n5 درا�E *0ا\/ ا����* اg\���8* ����د -أ:   
�� </ ا���ول ا�m/ 6 دور8* ودوره� 7��	 �E n5ا\/ ا����* اg\���8* �ـ ?��� :  

 n  m6  16 +m  26 +m  36 +m  46 +m  56 +m  
  3  2  6  4  5  1  ا�+�ا\/

��د m p�@N</ هIا ا���ول  (  (  

) ����" ا�B��;��ت -ب )yx ) ا��/ ه/  ��ل �����د�*  ;  )E H�@و� [ ]7 35 5   ≡+ yx  

0322
23
   21

1

=+++−
+−=

+=
−−=

zyx
z
y
x

λ
λ
λ

( )z∈
−=
+=

k
k

k

y
x

3

57
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) ��ل ا����د�*���� أن   )E ت��;��Bه/ ا�( )yx  ;  A�   :   

) </ هIا ا��zال  ) 2 ; n∈yx /�����E03 و≥−kUY�E3  و−=′ kkU
 n∈′k  

 p+?� *ل ا����د��� ( )E /�8 آ��   :  

]  </ ا����د�* y و x ���ض  ]7 35 5   ≡+ yx ���> ( ) [ ]7 35 5 246 ≡+ ′++′ kk  

 /�����Eو :[ ]7 65 ≡′k *��\ /\ا�E ���0ام�Eو n5 	�� 7 :�����  46 +=′ mk  

  Z�
) :و )n∈+=
+=

m
m

m

y
x

46

5442
           

"8�    :4  ا���

  ��ب 
( ) ( )

>→ −
−

1 1

1
  lim

x

ff

x
x

 :   

 
( ) ( )

>→>→>→ −
=

−
−=

−
− +∞=

111 1

1

1

1

1

1
  lim  lim  lim

xxx

ff

xx
x

x
x

  

0/ ��MI ا�����* ���� ا���Qا���@�/ : ا��( )c 1+�8 "��8 	�� *�N�Q9* ذات ا��1 ا��     
  .�8ازي 
@�ر ا���ا���    �?� 
��س 

ّ��ات ا��ا�* a� *0دراf:   
[ \��d%� *�E��ق ��	 ا����ل f ا��ا�* -      و   1 ; +∞]


" أ1W آ1 -  xا� "
[���ل   [∞+ ; 1  ، ( ) 0>′ xf )   *ا��ا�f �

�Lا�8ة ��� (  
�ات ا��ا�* - �a� ول�W f :   
  
  
  
  
  

) إ��3ء ا���@�/  )c:   
  �)   ا���1�B ا�+���/ ���ا�*:�Iآ� ) λλ: ′++xxf ga   

��	  fو   gا������B" ا�+�����" </ 
���                ���ا���"   fCو   gC إذا آ�ن  

��E                    Z!��@�ب ا�Iي  gC ه� �NرةfC ا������ <`ن��d .  

) λ و  λ′ ن�����دان  �� (  

( )n∈′′=
+′=

k
k

k

y
x 267

( )z∈−=
+= kk

k
y
x

3
57

x 1
( )xf  ′

3

( )xf

+
∞+

∞+

( )  ;  ; jiO

ji λλ ′+−

( )
12

1

−
=′

x
xf

    2�8" ا�@?�ل ��	 ��Q ا�����*( 
 �C ع�+��E ى�oق أ( 
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 ��8��  :( ) 13 −+= xxf Z�
):  و ) ( ) 31 +−= xx gf A�   :  

 g  *ه/ ا��ا� ″ /��E�  ″ ا��Iر ا��

) �����: أن ا���@�/  )c  *ا��ا� /�@�
   �E!��@�ب  ″ ا��Iر ا�����E/ ″ ه� �Nرة 
Z���d يIا�  ( )3 ; 1 u.                  


@�ر ا��Qا2u 1N و 1�B�� 0u ، 1u ا�@�ود - أ 	�� :  
 *�N�Qا� "
 H�9�� 20 =u/�@�ا�� "
���� ا���9* � ،  ( )c*�N�Qا� MI�� H>ا���ا    
 ���9�8 1u . 1 ا���د��E م��1 �u ر�@

" أ1W هIا ، �����1 وا��Qا1N  إ�	    
)ا�������   )D  ./�����E2 <`ن وu  "
)ا���@�/ ه� ����� ا���9*  )c  *�N�Qذات ا�   

1u  .1 ا���د��E م���2u 1Nا�Qر ا��@
)هIا ، �����1 ا�������  
" أ1Wو إ�	  )D   

ّ�� ا�����-بa� Mل ا����  "���� UYو  *��( )nu ��Eر��و� :  

) ا�������*  )nu /�> /�����Eو 	��
�Lا�8ة و
@�ودة 
" ا.  *�N�> �@� *Eر���
 *9��    

  UC���( )c  َو( )D*�N�Qا� MIا�@1 ، ه H>ا�� l *د������ ( ) xxf = Z�
    l=5  :و


" أ1W آ1 ��د C+��/ - أ Zأ� UWا����E ه�ن�n ، 5  2 ا�+ ≤≤ nu:   
  /���np  *�N2  5 ″ ا��� ≤≤ nu ″  

*@N "
 H�@0ا��p:   

 ��8�� : 52  0 ≤≤ u  522 :أي   ≤≤  *��@
   0p*@�@N: إذن . وه/ 

�ض أن Q�np أي *@�@N : 5  2 ≤≤ nu ،  

و�+�ه" أن  
1+np أي *@�@N  :52  1  ≤≤ +nu  

> "
 UWا���Y* ا�� : 2  5 ≤≤ nu أن ا��ا�* و ��Ef 	�� �

�Lا�8ة ���] [∞+ ; 1     

): �����: أن  ) ( ) ( )5  2 fff nu 54 :أي  ≥≥  1  ≤≤ +nu  Z�
52: و  1  ≤≤ +nu  
 : و���Z <`ن 

1+np@N *@�  

�ى  o* أ�8�C:UWا���Y* ا��> "
  : 5  2 ≤≤ nu ا���د *>�Y`Eا�@�ود −1 و 	إ�   
 ��� *&%B1  41 : ا� ≤−≤ nu .   *أن ا��ا� ��Eو″ /��E�
�Lا�8ة ���
� ″ ا��Iر ا��    

 	��[ 1  21 : �����: أن  0 ; +∞] ≤−≤ nu ا���د *>�Y`Eا�@�ود  3 و 	إ�   

 	�� 1?@� *&%B34  51:   ا� ≤−+≤ nu 54:  أي  1  ≤≤ +nu Z�
  :    و

 52  1  ≤≤ +nu    ن`> Z��� :و
1+np*@�@N   


" أ1W آ1 ��د C+��/ :إذن  n،  5  2 ≤≤ nu .   
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 *  /��+C د��
" أ1W آ1  Zأ� UWا����E ه�ن�n ،    1ا�+ nuun >+:   

  /���np  *�N1    ″ ا��� nuun >+ ″  

*@N "
 H�@0ا��p:   

 ��8��  :   01 uu 24:  أي < > *��@
   0p*@�@N: إذن .  وه/ 

*@N ض�Q�np  1   :أي nuun N@*و�+�ه"  +<
1+np 12   : أي ++ > nuun  

UWا���Y* ا��> "
  :    1 nuun ��	 ��Ef أن ا��ا�* و +< �

�Lا�8ة ���] [∞+ ; 1     

):  �����: أن  ) ( )  1 nuu ff n 12   :  أي +< ++ > nuun  

�Zو :  

1+np*@�@N .   


" أ1W آ1 ��د C+��/ :إذن  n،     1 nuun >+ .    

) ا�0���ج أن - ب )nu *Eر���
 :  


" أ1W آ1 :  ��8�� n"
 n،     1 nuun )�����: أن  +< )nuا�8ةL�
 �
���   


" أ1W آ1 : ��8��  وn"
 n، 5  2 ≤≤ nu  أن :�����( )nu"

@�ودة  	��   ا.

) �����: أن ا�������*  )nu *Eر���
  ) . *�Eا���ّ��* ا��� *@N آ�z8 �
  ) .هIا 
  ��ب 

∞+→n nu  lim:   

�ض أن Q� ( )nu /���@ا���د ا� �@� *Eر���
 l Z�
:   و
∞+→∞+→ + ==

nn nn uu l1  lim  lim  


" ا��%\*   :( )nn uu f=+1 13:   �����: أن −+= ll*ا����د� MI1 ه@Eو   
 ���  :5=l.   

 :إذن  
∞+→

=
n nu  lim 5  

   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

•

( )D

( )c

2u
1u0u
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 ����
  ا
	���ع ا
  "8�  ) ���ط ��1:    )5

�* ا.��اد ا���آ+* ���
 /> �+��� c ا�@�ود ��Bآ ( )zP /�8 ف آ���  : ا���

 ( )  222 2  
2

 
34 +−−−= izzizzzP  

� ا�@�ود E aّ�" أ�Z إذا آ�ن �B2� راIW ( )zPن`>     �P8أ Z� رIW  .  

� ا�@�ود @� i+1�H أن �B2� رIW ( )zP.   

 /> 1 c *ا����د� ( ) 0=zP.   

   .اآ�� ا�@��ل ��	 ا�123 ا.0/ 
 "2��A ، B  ،C   وD   ا����� 	آ� ا�����ب إ��  ا���# 
" ا�����ي ا��

��	 ا������   ا�����
� وا�������  ��   ،  i+1 ،  i+−1:                 وا��/ ! ���

 imm
22

imm و −−
22

− A�   m وم��
 ���د  ���/ _�  .  

 - "�ّ� m  /��E��ABCD ��E  �	 �28ن ا�
 .  
  
  "8�  ) ���ط ��2:    )4

( )nu ه� ا.ول�@E *>�   :n أ1W آ1 ��د C+��/  و
"u=20 ا�������* ا���

  1  
3
2

1 +=+ nn uu  

   .3u  و 1u، 2u ا �� 

( )nv /��+C د��
" أ1W آ1  *>�):  Eــ nا�������* ا���د8* ا��� )nnn uv
3
2
    +=  

�اUW أن - ���E "ه�E ( )nv *�E�& *�����
 .  

   .nu *�!�E n ا�0��: �+�رة - 
 ا �� - 

∞+→n nu  lim  

 ( )nw 11 آWأ "
 *>�
"nا�������* ا���د8* ا��� n ــE : ( )nn nw
3
2
    

3
2 −=  

S A�   :nwwwwS ا �� ا�����ع -   ...      210 ++++=  

  "8�  ) ���ط ��3:    )4


� وا����� ا�����ب إ�	  </ ا��PQء ا����� �  ا�������                        ، ���+

( )  ,  ; vuO

a
1

( )   ,  ,  ;  kjiO
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)��"  ا������ ) و ∆( )∆′ "���mا����9�0" ا "���B����E "�>�  : ا���
   

 ����  .                                          و                                       ��	 ا��
  
  

) Eّ�" أن ا��������"  ) و ∆( 
" ��Q ا�����ي ′∆( ���� .  

M "
 *�Q9* آ��� ( 
" N و ∆( *�Q9* آ��� ( )∆′.   
�ّ�" إ �ا&��ت ا�����9" -   أ M و N�28ن ا���� A�@E  ���( )MN 1آ 	�����د�8   

 "
      ( ) و ∆( )∆′.   
   .MN ا �� ا��9ل - ب


��د�* ������ي  "�ّ� ( )P ���ي 1�38 ا����Iا� ( ) و �8ازي ا������� ∆( )∆′.   

 "
 *�Q9* آ��� "�E *>ا �� ا���� ( ) وا�����ي ′∆( )P .  ؟ u %� ذا �
  

  "8�  ) ���ط ��4:    )7

Ι (f 	�� *>�):  ���E+�رة r ا��ا�* ا���د8* ا��� )
1

4
1

 +
+−= xe

xxf  

 fCوا������� �
�� ا�+���/ </ ا�����ي ا�����ب إ�	 ا����� ا�������B��   

�ات ا��ا�* �a� ادرس f.   

��� ا���fC *9 واآ�� 
��د�* ����سω 8�+1 ��9* ا���9ف E fCّ�" أن ω.   

� ����@�/ω أ&+R أن -    l��� Lآ�
 fC.   

) ا ��  ) ( )[ ]
∞+→

−−
x

xxf 1  lim   َو   ( ) ( )[ ]
∞−→

+−
x

xxf 3  lim.   


��ر�E" ��98 إ�fC9 ا�0��: أن-    "������
 1+�8  ����
  .�ء 
��د�* �12 

�� E fCّ�" أن��N�> 9* و ��ة�1 </ �Nا�Qر ا��@
 U9�8 0xا����ل "
   

      ] [ 76.2 ; 77.2 −−.   

) ا �� -   )1f و ( )1−f )   	ار�0  ) −��210وّر ا����;: إ� �&fC Z������
   و

 "�Eر��ا��    .  

ΙΙ (g 	�� *>�):  ���E+�رة r ا��ا�* ا���د8* ا��� )
1

4
3

 +
−+−= xe

xxg  


�@�/ ا��ا�* gC  وَ  g.   

�ّE  /���  د��
" أ1W آ1  Zأ� "x ن`> ( ) ( )xx fg −=.   

( )
λ

λλ
λ

22

   2
3

2
1

−−=
∈+=

+=

z
y
x

r( )
α

αα
α

+=
∈−=

+=

5
   21

6

z
y
x

r

( )  ,  ; jiO
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   .gC إ�	 fC ا�0��: أ�� 18�@� �W�8 Z���E /9# 8@�ل - 

   )gدون درا0* ا��ا�* (  </ ��Q ا����� ا���gC HE أ�3{ ا���@�/

����
  "! ا
	���ع ا

 "8�     :1 ا���

� ا�@�ود a أ�Z إذا آ�ن إ&+�ت �B2� راIW ( )zP ن`> a
1 �P8أ Z� رIW :  

 aرIW  ا�@�ود ��B2� ( )zP M���
  :( ) 0=aP  

 Z�
  2 0222:  و
2

 
34 =+−−− aaaa ii) ...  1(  

 - 1Wأ "
 0=a 	�� 1?@�  :02    .a≠0 وهIا 
��@�1 ، �����: أن =
 - 1Wأ "
 0≠a ا����واة />�C *���Eا���د ) 1( و 	��4a 	�� 1?@�  :  

 01212112 2 
43

 
2

 =×+×−−×−
aaaa ii  ��� ����  :و��E ا��

  ( ) ( ) ( ) ( ) 0 2121 12 12   
234

=+−−− aaaa ii Z�
):   و ) 01 =aP  

� ا�@�ود aإذا آ�ن  :إذن  �B2� راIW ( )zP ن`> a
1P8أ Z� رIW  �.  

� ا�@�ود i+1 ا��@�H أن �B2� رIW ( )zP  : ( ) 01 =+ iP  
 i+1 ا�@�ود ��B2� رIW ( )zP M���
   :( ) 01 =+ iP  

) 1 ا����د�*  ) 0=zP  : ا���دانi+1 و  
i+1

) IWران �ــ 1 )zP  /�����Eو   

��	 ا�123  Z�E2�8" آ��  :( ) ( )[ ] ( )[ ]( )βα +++−+−= zzizizzP  2
1
11 2  

 U
 *�E�9وا�� ����) و��E ا��3� وا�� )  222 2  
2

 
34 +−−−= izzizzzP  

 ���     :i−= 3α  2  و=β  

 Z�
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  الجمهورية الجزائرية الديمقراطية الشعبية
  الوطني للامتحانات والمسابقات  الديوان                           وزارة التربية الوطنية

   2012 جوان :  دورة                   امتحان بكالوريا التعليم الثانوي

  رياضيات: الشعبة

   ونصف ساعات04: المدة              الرياضيات: مادة اختبار في

  4 من 1صفحة 

  : أن يختار أحد الموضوعين التاليينحالمترشعلى 

  الموضوع الأول

  )طا نق04 (:التمرين الأول
z: 2ذات المجهول المعادلة £ حل في مجموعة الأعداد المركبة) 1 2 1 0z z- + =.  
) المتعامد والمتجانس  منسوب إلى المعلم المركبالمستوي) 2 ); ,O u v

r r

 .A ، Bو C نقط المستوي التي لاحقاتها    

1 :على الترتيب    
2A
iz +

= ، B Az z=  و  BC Az z z= +.   

A و Az ،Bz: ة الأعداد المركبالأسياكتب على الشكل  -    أ

B

z
z

.  

A ن لاحقة كل من عي-ب  ¢ ، B C و¢  O على الترتيب بالدوران الذي مركزهC وA ، B صور النقط ¢

وزاويته 
4
p.  

OAن أن الرباعي  بي-ج C B¢ ¢   . مربع¢
) نسمي)3 )Dمجموعة النقط M من المستوي ذات اللاحقة zحيث  :BAz z z z- = -.  

)بين أن -أ    )Dهو محور الفواصل .    

: المعادلةيحل أن بين -ب
2

A

B
iz z

z z
æ ö-

=ç ÷-è ø
  )لا يطلب حساب الحلين (.عددان حقيقيان 

  

  )طا نق04 (:التمرين الثاني

2فينعتبر ) 1
) ذات المجهولالمعادلة ¢ ; )x y2011  :التالية 1432 31 ... (1)x y- =.  

  . أولي2011ثبت أن العددأ -  أ

)ن حلا خاصا  عي،ستعمال خوارزمية إقليدس با- ب )0 0;x yللمعادلة ( ) ثم حل المعادلة،1( )1.  

  قليدية  ثم جد باقي القسمة الإ،7 على2nقليدية للعدد  باقي القسمة الإ،n حسب قيم العدد الطبيعي،ن عي-أ) 2

للعدد         
  .7 على 201214322011

]: التي من أجلها يكون nطبيعي العدد ال ن قيمعي -ب ]2010 2011 1432 0 7n n n+ + º.  

3 (N 2 عدد طبيعي يكتبgab حيث 9 في نظام التعداد الذي أساسه  :، ،g b a ابهذا الترتيب تشكل حدود   

) متتالية حسابية متزايدة تماما ومنمتتابعة      );b gلمعادلة حل ل( )1.  

ن عيa ، b و g،ثم اكتب Nفي النظام العشري .  



 

 4 من 2صفحة 

  )طا نق04 (:التمرين الثالث

)متجانس منسوب إلى المعلم المتعامد والالفي الفضاء نعتبر  ); , ,O i j k
r ur ur

)النقط ،  )3;0;0A ،( )0;4;0B و ( )2;2;2C.  

1( ن أن النقط بيC ، B، Aن الشعاع أ ليست في استقامية  و( )4;3; 1n -
ur

AB: الشعاعينعمودي على كل من  
uuur

AC و 
uuuur

.  

)للمستوي ديكارتية اكتب معادلة  )2 )P الذي يشمل النقط C ، B، A. 

6: أنن بي -أ )3 8 7 0x y- + )  ديكارتية للمستويمعادلة = )P )جموعة النقط  م¢ ); ;M x y z من الفضاء  

AM: حيث        BM=.  

2: أنن بي -ب 4 4 3 0x y z- - + )  ديكارتية للمستويمعادلة = )P ) مجموعة النقط ¢¢ ); ;M x y z من الفضاء      

AM: حيث     CM=.  

) أن نبي -ج )P ) و ¢ )P ) يتقاطعان وفق مستقيم ¢¢ )D تعيين تمثيل وسيطي له يطلب.  

 .ABC مركز الدائرة المحيطة بالمثلث wاحسب إحداثيات النقطة ) 4
  

  )طا نق08 (:رابعالتمرين ال

I (g  كما يلي¡الدالة المعرفة على هي : ( ) 2 xg x xe= -.  

 .غيراتها، ثم شكل جدول تg  الدالةادرس تغيرات )1

2( ن أن المعادلة بي( ) 0g x 0,8: أن، ثم تحقق ¡على  a تقبل حلا وحيدا = 0,9a< <. 

3( قيمحسب ،نعي x، إشارة ( )g x. 

II( fكما يلي ¡ الدالة المعرفة على هي:( ) 2 2
2x

xf x
e

+
=

+
.  

   ( )fC  منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس الالمستوي في تمثيلها البياني( ); ,O i j
r ur

  .)2cmوحدة الطول(، 

1 (ن أنبي :( )lim 0
x

f x
®+¥

  .ر النتيجة هندسيافس، ثم =

) احسب-أ)   2   )lim
x

f x
®-¥

.  

)ن أن المستقيم  بي-ب )¢D1  المعادلةا ذy x= )للمنحنىب مقارمستقيم  + )fC.  

)ادرس وضعية) 3   )fC  بالنسبة إلى كل من( )¢Dو ( )D، حيث ( )D  هو المستقيم ذو المعادلةy x=.  

) ،xه من أجل كل عدد حقيقين أن بي-أ)  4      ) ( )
( )2

2

2x

g x
f x

e
¢ =

+
  .f ثم استنتج اتجاه تغير الدالة ،

):ن أن  بي-  ب )f a a=  ، ثم شكل جدول تغيرات الدالةf.  

) ارسم -5 )D،  ( )¢D و( )fC.  

)، عدد حلول المعادلة m ناقش، بيانيا، حسب قيم الوسيط الحقيقي -6 ) ( )f x f m=.  

III( ( )nU 0: كما يلي¥المتتالية العددية المعرفة علىي ه 0U ):n ومن أجل كل عدد طبيعي= )1 nnU f U+ =.  

n، 0برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  )1 nU a£ <.  

)باستعمال  )2 )Dو ( )fCّ0: ل على محور الفواصل الحدود مثU ، 1U 2 وUاتجاه تغير ن ، ثم خم( )nU. 

)هن أن المتتالية بر )3 )nUتهااحسب نهاي ، ثم متقاربة.  



 

 4 من 3صفحة 

  الموضوع الثاني
  

  )طا نق04 (:التمرين الأول

2:  التاليةz المعادلة ذات المجهول£حل في مجموعة الأعداد المركبة ) 1 2( 4)( 2 3 4) 0z z z+ - + =.  

) المتجانس وفي المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامدنعتبر ) 2 ); ,O u v
r r

  Dو A،B،C النقط ،

3Az: لواحقها على الترتيبالتي     i= + ،  B Az z=،  
2Cz i= Dو   - Cz z=.  

  -أن النقطن  بي A،B،C  وD تنتمي إلى دائرة ( )g أنشئ ثم  ،يطلب تعيين مركزها ونصف قطرها  

  .Dو  A،B،Cالنقط     

   .O بالنسبة إلى المبدأB نظيرة النقطةE النقطة إلى لاحقةEzنرمز بِـ) 3   

: ن أن بي-          أ
( )

3A C

E C

iz z e
z z

p
--

=
-.  

  .هتعيين زاويتيطلب  Cمركزه R بدورانE هي صورة النقطةAن أن النقطة  بي-ب          

A استنتج طبيعة المثلث-ج           E C.  

  .2 ونسبته Oالتحاكي الذي مركزههو  H-          د

             -ن طبيعة التحويل  عيR oH  وعناصره المميزة، ثم استنتج صورة الدائرة( )gبالتحويلR oH.  

  

  )طاق ن04 (:نيالتمرين الثا

)منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانسالالفضاء نعتبر في  ); , ,O i j k
r ur ur

) النقط ، )1;1;1A،( )1; 1;0B ) و - )2;0;1C.  

1( ن أن النقط بيA ، B و C تعين مستويا ( )1P يطلب تعيين تمثيل وسيطي له.  

2( ( )2P2 : المستوي الذي 2 6 0x y z- - +  . له ديكارتية معادلة=

- ن أن بي( )1P و ( )2P  يتقاطعان وفق مستقيم( )Dيطلب تعيين تمثيل وسيطي له .  

3( ن أن النقطةبيOهي مرجح الجملة  :( ) ( ) ( ){ };1 , ;1 , ; 1A B C -.  

)ن عي-أ )4 )S مجموعة النقط ( ); ;M x y z2: من الفضاء التي تحقق 3MA MB MC+ - =
uuuur uuuur uuuur

. 

)تقاطع  نقطتي E وDاحسب إحداثيات -ب )S و ( )D.  

) و Oاستنتج المسافة بين ثم ؟ODE المثلثهي طبيعة ما -   ج   )D.  

  

  

  

  



 

 4 من 4صفحة 

  )طا نق04 (:الثالثالتمرين 

( )nu  0: كما يلي¥المتتالية العددية المعرفة على هي 16u n، 1ومن أجل كل عدد طبيعي = 6 9nnu u+ = -.  

  .  7 على0u، 1u،2u،3u،4uحسب بواقي قسمة كل من الحدود ا-أ)    1

]: بحيثbلعددل وقيمة aلعددلخمن قيمة  -ب       ]2 7ku aº و  [ ]2 1 7ku b+ º.  

]،nجل كل عدد طبيعيأنّه، من أبرهن  -أ)    2 ]2 7nnu u+ º.  

] ، kه من أجل كل عدد طبيعيبرهن بالتراجع أنّ -ب       ]2 2 7ku º، ثم استنتج أن:[ ]2 1 3 7ku + º. 

n ،9نضع من أجل كل عدد طبيعي)    3
5n nv u= -.  

) بين أن المتتالية -      أ )nvيطلب تعيين أساسها وحدها الأول، هندسية .  

0: حيث nS  و nuكلا من، n بدلالة،احسب -      ب 1 ...n nS u u u= + + +.  

  ) نقاط08: (الرابعالتمرين 

I(g  الدالة المعرفة على المجال هي] ]1; ):  كما يلي -3 ) ( )2ln 1
1

xg x x
x

= + -
+

.  

  .، ثم شكّل جدول تغيراتهاg ادرس تغيرات الدالة )1   

   2(ن أن المعادلة بي :( ) 0g x 0,8:  يحققa والآخر تقبل حلين أحدهما معدوم= 0,7a- < < -. 

   3(قيمحسب ،ن عي x،إشارة ( )g x. 

   4( h المجال على  هي الدالة المعرفة] ]1; ]:  بِـ-3 ]2( ) ( )h x g x=.  

)'احسب - أ         )h x بدلالة كل من ( )g xو ( )'g x.  

)عين إشارة -      ب )'h x،ثم شكّل جدول تغيرات الدالة h.  

II(f  الدالة المعرفة على المجال هي] ]1;  : كما يلي-3
( ) ( )
( )

2

; 0
ln 1

0 0

xf x x
x

f

ì
= ¹ï +í

ï =î

  .  

   ( )fC منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانسالالمستوي  تمثيلها البياني في( ); ,O i j
r ur

.  

)ـ اكتب معادلة لِ، ثم تقبل الاشتقاق عند الصفرfبين أن الدالة )1    )Tمماس ( )fC0 في النقطة ذات الفاصلة.  

[ من x كلن أنه من أجل بي- أ )2    [ ] ]1;0 0; 3- È، ( ) ( )
( ) 2

ln 1

xg x
f x

x
¢ =

+é ùë û
  .fاستنتج اتجاه تغير الدالة، ثم 

): ن أن  بي-ب ) ( )2 1f a a a= +  ،ـ ن حصرا لِثم عي( )f a.  

  و f(3) احسب - ج       
1

lim ( )
x

f x
  .f الدالةل جدول تغيرات ثم شكّ،<-®¾¾¾

[ من المجال xه من أجل كلن أنّ بي-أ  )3    ]1; )ln:  فإن-3 1) 0x x- + ³.  

) ادرس وضعية -ب        )fC بالنسبة إلى المماس ( )T.  

)عين معادلة للمستقيم )4    )'Tالموازي للمماس ( )Tوالذي يتقاطع مع ( )fC 3 في النقطة ذات الفاصلة.  

)ارسم  )5    )T  ،( )'T  و( )fC.  

):  عدد حلول المعادلة،m حسب قيم الوسيط الحقيقي ،ناقش بيانيا )6    )f x x m= +.  



 

 

 2102بكالوريا : تصحيح اختبار مادة الرياضيات شعبة رياضيات 

 الموضوع الأول

 التمرين الأول 

 لدينا   (0   
2 2

2 4 1 1 2 i 2         ومنه   

2 1

2 2 1 2 2 1

2 22 2

i i i i
z , z

   
    

لدينا  (2
1 1

2 2
B A

i i
z , z

 
   و 

1 1 2
2

2 2 2
C A B

i i
z z z

 
      

4 -أ 4
i i

B A
z e , z e

 


    و
4

2

4

i
i

A

i
B

z e
e

z
e







    

Oالعبارة المركبة للدوران الذي مركزه ‌-‌ب وزاويته   
4


4هي   

1

2

i i
z ' e z z




     وعليه   

4 4 4 2
i i i i

A' A
z e z e e e i

   

     04  و    4 4 1
i i i

B' B
z e z e e e

  


     و 

4
1

2 1
2

i

C ' C

i
z e z i




     

1 لدينا  -جـ 1
C' B' A' O

z z i i z z       ومنهOA' B' C' وهذا يعني أن الرباعي

OA' C' B'  متوازي أضلاع كما أن
0

1 0

A' O

B' O

z z i
i

z z

 
 

  

'1Aوعليه  O

B' O

z z
i

z z


 


و

   2
2

A' O

B' O

z z
arg arg i

z z




 
  

 
'OA أي أن   OB' و   2

2
OB' ,OA'




'OAوعليه C' B' يمكن . فيه ضلعان متتاليان متقايسان وفيه زاوية قائمة فهو إذن مربع  متوازي أضلاع

 . أن نثبت كذلك أنه متوازي أضلاع قطراه متعامدان ومتناصفان 

 .طبعا يمكن أن يكون الإثبات باستعمال تقايس الأشعة والجداء السلمي 

  -أ (3
A B

z z z z    معناه    
1 1

2 2

i i
x iy x iy

 
    

 
أي أن 

   2 1 2 1

2 2

x iy i x iy i     
  وعليه

   2 1 2 1x iy i x iy i        أي

   2 1 2 1 2 1 2 1x i y x i y       وبالتالي

       
2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1x y x y       أي أن   
2 2

2 1 2 1y y  



 

 

ومنه   
2 2

2 1 2 1 0y y    وبالتالي

       2 1 2 1 2 1 2 1 0y y y y         
   

2أي أن  2 0y   0ومنهy  

وهذا يعني أن   هو محور الفواصل. 

zإذا كان -ب x iy   حلا للمعادلة

2

A

B

z z
i

z z

 
 

 
يحقق  zفإن  

2

1A

B

z z
i

z z


 


أي 

A B
z z z z   0نجد أن -أ(3وحسب السؤالy  (0Im z  ) ومنهz  عدد حقيقي. 

 التمرين الثاني 

2011لدينا -أ(   1 44 844.  هي  2011الأعداد الأولية الأصغر من

43,41,37,31,29,23,19,17,13,11,7,5,3,2 

 كما أن  5و 3،  2لايقبل القسمة عل كل من  2011واضح أن 

بقسمة 

 على  2011

7 00 03 07 01 23 21 30 37 10 13 

يكون الباقي 

 هو

2 1 1 5 01 01 01 27 03 2 33 

 

عدد أولي  2011ومنه   43,41,37,31,29,23,19,17,13,11,7,5,3,2لا يقبل القسمة على كل من الأعداد  2011ومنه 

. 

لدينا  -ب

2011 1432 579

1432 2 579 274

579 2 274 31

 

  

  

أي    

 

579 2011 1432

274 1432 2 579

31 579 2 274 579 2 1432 2 579

 

  

       

  

ومنه  

31 579 2 1432 4 579

5 579 2 1432

5 2011 1432 2 1432

5 2011 5 1432 2 1432

5 2011 7 1432

    

   

    

     

   

2011أي أن   5 1432 7 31     وهذا يعني أن 5 حل  ;7

خاص للمعادلة  1. 

لدينا 

2011 1432 31

2011 5 1432 7 31

x y 


   
ومنه       2011 5 1432 7x y *    يقسم  1432لدينا

 2011 5x   أولي فهو أولي مع كل عدد طبيعي ليس مضاعفا له وواضح أن  2011لأن )  2011أولي مع  1432ولكن

5xيقسم  1432إذن حسب مبرهنة غوص (  2011ليس مضاعفا لـ  1432   أي أنه يوجد عدد صحيحk  حيث

 5 1432x k **    بتعويض **  في *  7نجد أن 2011y k   المعادلة أي أن حلول 1  هي الثنائيات

 1432 5 2011 7k ; k   معk . 



 

 

لدينا  -أ( 2     3 2 12 1 7 2 4 7 2 2 7, ,    ومنه 32 1 7p   حيثp . 

 

 

3

1

2 1 7

2 2 7

p 


معناه   3 12 2 7p    ،

 

 

3

2

2 1 7

2 4 7

p 


معناه   3 22 4 7p    وعليه ، 

3 2p  3 1p  3p 
 إذا كان

n  

4 2 1 
 7على  2nفإن باقي قسمة 

 هو

 

2011لدينا  7 287 2     ومنه 2011 2 7  ولدينا أيضا 1432 1 3  أي 20121432 1 3  بعبارة أخرى

20121432 3 1q ,q    ومنه 
20121432 3 12011 2 7q   ومما سبق 3 12 2 7p    أي أن

 
201214322011 2 7  0ولكون 2 7   فإن باقي قسمة

 .2هو  7على  201214322011

لدينا  -ب

 

 

 

2010 1 7

2011 2 7

1432 4 7

 







ومنه  

 

 

 

2010 1 7

2011 2 7

1432 4 7

n

n n

n n

 







إذن   2010 2011 1432 1 2 4 7n n n n n     

4بما أن  2 2n n n   فإن: 

3nإذا كان  p  فإن 1 2 4 1 1 1 7n n      وعليه 2010 2011 1432 3 7n n n  . 

3إذا كان  1n p   فإن 1 2 4 1 2 4 7n n      وعليه 2010 2011 1432 0 7n n n  . 

3إذا كان  2n p   فإن 1 2 4 1 4 16 7n n      وعليه 2010 2011 1432 0 7n n n  . 

التي يكون من أجلها  nقيم العدد الطبيعي :  وعليه  2010 2011 1432 0 7n n n    3هي 1n p   و

3 2n p   حيثp   3، بعبارة أخرى هي المجموعة  3، أي هي كل الأعداد الطبيعية باستثناء مضاعفات. 

لدينا (3
9 3 22 2 9 9 9N             1458أي 81 9N       

ولدينا    

2

1432 5 2011 7

0 9 0 9 0 9

; k ; k

, , ,

  

 

  

 


  


     

أي أن    3 5 7; ; ; ;     2057ويكونN . 

المعطيات كما يلي  من المفروض أن تكون :0ملاحظة
9

2N   و  ;   حل للمعادلة 1  و, ,    بهذا الترتيب

  عندها يكون   من متتالية حسابية حدودا متتابعة    5 6 7; ; ; ;    2012 ونجدN   وهذا مايعطي نسقا ،

 .( يظهر أن هناك خطأ مطبعيا لكنه  لايؤثر بأي شكل على المضمون الرياضياتي للسؤال  ). جماليا للتمرين 

 .لا تمثل أي إضافة إلى المعطيات  بل كان ينبغي إسقاطها" متزايدة تماما " الجملة  :2ملاحظة

," الجملة  :3 ملاحظة ,   مبهمة فهي تحتمل كون " متتالية حسابية متزايدة تماما  بهذا الترتيب حدودا متتابعة  من

     لمن يقرأ الرموز بالعربية و تحتمل     لمن يقرأ بالفرنسية. 

 

 



 

 

 :التمرين الثالث 

لدينا (0   1 2 2 3 4 0AC ; ; , AB ; ;   نلاحظ أن
3 4

3 2
1 2

AB AB

AC AC

x y

x y


    


وهذا يعني أن  

AC الشعاعين  , AB  غير مرتبطين خطيا ومنه النقطB ,A  وC  ليست في استقامية. 

لدينا 
   

   

4 3 3 4 1 0 12 12 0

4 1 3 2 1 2 4 6 2 0

n.AB

n.AC

           

            
و ABعمودي على كل من الشعاعين  nومنه   

AC. 

AC أن الشعاعين بما (2 , AB  غير مرتبطين خطيا و الشعاعn  عمودي على كل من الشعاعينAB وAC  فإنn 

شعاع ناظمي للمستوي  P  4وتكون معادلة له هي 3 0x y z d     معd  . ولكون A P  فإن

4 3 3 0 0 0d       12أيd    ومنه معادلة ديكارتية للمستوي P  4هي 3 12 0x y z   . 

-أ(3   M x; y ; z P'  تكافيءAM BM  2معناه 2
AM BM   أي

   
2 22 2 2 23 4x y z x y z        2وبالتالي 2 2 26 9 8 16x x y x y y        وعليه

6 8 7 0x y     وهي معادلة للمستوي P' ـ 

-ب   M x; y ; z P''  تكافيءAM CM  2معناه 2
AM CM   أي

       
2 2 2 22 23 2 2 2x y z x y z         وبالتالي

2 2 2 2 2 26 9 4 4 4 4 4 4x x y z x x y y z z              2وعليه 4 4 3 0x y z     

وهي معادلة للمستوي  P''ـ 

-جـ     M x; y ; z P' P''  معناه
6 8 7 0

2 4 4 3 0

x y

x y z

  


   
ومنه  

6 8 7

2 4 4 3

x y

x y t

z t

  


  
 

بحل هذه  

الجملة نجد أن 

1
4

2

1
3

2

x t

y t ,t

z t


  




   






وهو تمثيل وسيطي للمستقيم    مستقيم تقاطع المستويين P'  و P''. 

محتواة في المستوي  ABCالدائرة المحيطة بالمثلث  (4 P  وهذا يعني أن مركزها ينتمي إلى P ومن جهة أخرى ،

Aلدينا  B C     وهذا يعني أن   P' P''  أي أن   إذن ،   P  

لتكن  0 0 0
x ; y ; z  إحداثيات  عندئذ :

0

0

0

0 0 0

1
4

2

1
3

2

4 3 12 0

x t

y t ,t

z t

x y z


  


    



    

ومنه  



 

 

1 1
4 4 3 3 12 0

2 2
t t t

   
          
   

وبالتالي  
25

26 0
2

t    إذن
25

52
t     أي أن

37 101 25

26 52 52
; ;

 
 

 
 

 

 (I :رابعالتمرين ال

لدينا   xمن أجل كل عدد حقيقي(1   1x x x
g' x e xe x e       ومنه 

  0g' x   1معناهx    والدالةg  متزايدة تماما على المجال 1;   

  0g' x   1معناهx    والدالةg تماما على المجال  ناقصةمت 1;   

 

 جدول التغيرات 

 

 

 

 

 

 

 

نلاحظ أنه على المجال  gمن جدول تغيرات الدالة (2 1;   تكون 
1

2 2g x
e

    وعليه  0g x   لا تقبل

على المجال . حلا على هذا المجال  1;   الدالةg  مستمرة ورتيبة تماما ولدينا 
1

1 2g
e

    و

 
x
lim g x


   أن المعادلة ( حسب مبرهنة القيم المتوسطة ) مما يعني  0g x   تقبل حلا وحيدا  على هذا المجال

باستعمال حاسبة نجد أن  . وبالتالي على      0 8 0 9 0 22 0 21 0g . g . . .     0وعليه 8 0 9. .  . 

3 ) 

إشارة  g x 

 

( II1 ) 

2 22 2
0

22
xxx x x

x
x xlim f x lim lim

ee
x

x xx x

  

 
  

   
 

 
 

، لأن  
2

0
x
lim

x
  و

x

x

e
lim

x
  هندسيا

0yتعني هذه النتيجة أن المستقيم الذي معادلته    مستقيم مقارب للمنحني f
C. 

2لدينا -أ(2 2
x
lim x


    0وx

x
lim e


  ومنه 
x
lim f x


  

2
 


 


 

0
 


 1

 


 

 g' x

 

x
 

 g x

 

1
2

e


 


 

0
 

  
 



 



 

 

 -ب     
2 2 2 2 2 2

1 1
2 2 2

x x x x

x x x

x x xe x e xe e
f x x x

e e e

       
      

  
وبما أن  

0x

x
lim e


  0وx

x
lim xe


  فإن   1 0
x
lim f x x


    وهذا يعني أن المستقيم '  ذو المعادلة

1y x   للمنحني مقارب f
C. 

وجدنا أن (3   
 1

1
2 2

xx x

x x

x exe e
f x x

e e

 
    

 
 ومنه نستنتج أن   

 

إشارة     1f x x   

على المجال وعليه  1;   يكون f
C  فوق '. 

على المجال  1;   يكون f
C  تحت '. 

 f
C  و ' يتقاطعان في النقة ذات الإحداثيين 1 0;. 

لدينا  
 2

2 2

x

x x

g xxe
f x x

e e


  

 
ومن إشارة   g x  المعينة سابقا نستنتج أن 

 f
C يقع  فوق   على المجال ;  ويقع تحت   على المجال ;  . f

Cو   يتقاطعان في النقة

ذات الإحداثيين  ;  

لدينا   xمن أجل كل عدد حقيقي -أ(4 
   

   
2 2

2 2 2 2 2 4 2 2

2 2

x x x x x

x x

e e x e xe e
f' x

e e

     
 

 
أي أن  

 
 

 
2

2

2x

g x
f' x

e



وعليه تكون إشارة   f' x  من إشارة g x.الدالة  منهوf   متزايدة تماما على المجال

 ;  ومتناقصة تماما على المجال ;  . 

لدينا  -ب  2 0g e
       ومنه

2
e



   وعليه

 
2 2 2 2

22
2

f
e


 
 



 
  




 يكون

  fجدول  تغيرات الدالة  

 

 

 

 

 

5)  

 

 

 
  1 

 0
 

 0 


 

 f' x 

x 

 f x

 
0 

 
 



 



 

 

 

1)    f x f m  معناه
 

 

y f x

y f m

 




ومنه حلول المعادلة المعطاة هي فواصل نقط تقاطع    f
C  مع المستقيم m

d  

و الذي معادلة له  الموازي لحامل محور التراتيب y f m . من جدول التغيرات ومن البيان نلاحظ أن 

إذا كان  1m ;    فإن   0f m ;   عندها المستقيم ، m
d  يقطع f

C  في نقطة واحدة وبالتالي

المعادلة    f x f m  تقبل حلا وحيدا في هذه الحالة. 

إذا كان  1m ;   فإن   0f m ;  والمعادلة ،   f x f m  تقبل حلين متمايزين. 

mإذا كان    فإن   f m f     والمعادلة   f x f m  تقبل حلا مضاعفا( d   مماس لـ f
C) 

إذا كان  m ;   فإن   0f m ;   والمعادلة ،   f x f m تقبل حلين متمايزين. 

( III 

n  ،0لنثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي (0
n

U   

لدينا
0

0 0U      0ومنه الخاصية محققة من أجلn   0الخاصية ، نفرض الآن أن
n

U    من أجل محققة

، ونبرهن أن nكل عدد طبيعي 
1

0
n

U 


   . بما أن الدالةf   متزايدة تماما على المجال ;  0و
n

U   فإن

     0
n

f f U f    أي أن     1

2
0 0

3
n n

f U f U f  


       وبالتالي
1

0
n

U 


  

n  ،0إذن حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبيعي 
n

U  . 

2) 

 

 
من الشكل يظهر أن المتتالية  n

U متزايدة تماما. 



 

 

)3من السؤال  (3 ( II      وجدنا أن 
 

2x

g x
f x x

e
 


وعليه  

 
 

1
2

n

n n n n

n

g U
U U f U U

U

   


  

ومن إشارة  g x  3المعينة من السؤال( ( I  0ولكون
n

U    نستنتج أن
1

0
n n

U U

   وعليه المتتالية

 n
U  متزايدة تماما، من جهة أخر ى المتتالية n

U  محدودة من الأعلى بالعدد  إذن فهي متقاربة. 

هي نهاية المتتالية  لتكن  n
U  لدينا ،

1n n
limU limU


   ومنه 

 
2

g

e
 


أي   0g   ومن

)2السؤال  ( I  نجد أن. 

 

المتتالية   n
U  متقاربة نحو. 
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 2102بكالوريا : تصحيح اختبار مادة الرياضيات شعبة رياضيات 

 الموضوع الثاني

 التمرين الأول 

0)   2 24 2 3 4 0z z z     2معناه 4 0z    2 أو 2 3 4 0z z    

2بالنسبة للمعادلة  4 0z    واضح أنها تقبل حلين  هما
2 1

2 2z i , z i    

2بالنسبة للمعادلة  2 3 4 0z z    لدينا ، نحسب المميز    
2 2

2 3 4 1 4 4 2i         ومنه   

4 3

2 3 2 2 3 2
3 3

2 2

i i
z i , z i

 
      ومنه  

2حلول المعادلة المعطاة هي  2i , i  3و 3i , i  

2لدينا  (2 3 2
B A A

z z , z i      2 و 2 2
D C C

z z , z i     

2إذن 
A B C D

z z z z     2 ومنهOA OB OC OD      إذن النقط ،C, B, A  وD 

الدائرة نفس تنتمي إلى    التي مركزهاO  2ونصف قطرها. 

نرسم الدائرة  Aلإنشاء النقطة    والمستقيم

1yالذي معادلة له    عندئذA  هي نقطة

 .التقاطع التي فاصلتها موجبة 

بالنسبة إلى حامل محور  Aهي نظيرة  Bالنقطة 

 .الفواصل 

إحداثياتهما على الترتيب   Dو  Cالنقطتان 

   0 2 0 2; , ;  . 

 

 لدينا    -أ(3
3

3

2

3

3 2 3 3 1 3 2

3 2 3 3 1 3
2

i
i

A C

i
E C

z z i i i i e
e

z z i i i i
e






 
 
 

    
    

       
  

من السؤال السابق نجد -ب 3
i

A C E C
z z e z z

 
 
     وهذا يعني أن النقطةA  هي صورة النقطةE  بالدوران

وزاويته  Cالذي مركزه 
3


  ( عبارته 32 2

i

z ' i e z i

 
 
     أو

1 3
3

2

i
z ' z i

 
    
 

 

3من  -جـ
i

A C

E C

z z
e

z z

 
 
 





3نستنتج أن   1

i
A C

E C

z z
e

z z

 
 
 


 


و  



 

 
2 

 3 2
3

i
A C

E C

z z
arg arg e

z z





 
 
 

 
   

 
ومنه  

A C E C
z z z z     أيCA CE  و

3
ECA


 

 .متقايس الأضلاع  AECومنه المثلث 

Rالتحويل -د H  هو تشابه مباشر مركزهO  وزاويته  2ونسبته
3


. 

صورة الدائرة    بالتحويلR H  هي الدئرة ' التي مركزهاO  ( مركز التشابه نقطة صامدة ) 4ونصف قطرها. 

 

 التمرين الثاني 

لدينا  (0   1 1 0 0 2 1AC ; ; , AB ; ;    نفرض أن الشعاعينAC , AB  مرتبطين خطيا ، عندئذ يوجد

k   حيثAC k AB  أي

1 0

1 2

0

k

k

k

 

  

  

ACوهذا غير ممكن إذن   , AB غير مرتبطين خطيا .

Bيعني أن النقط وهذا ,A  وC  ليست في استقامية فهي إذن تعين مستويا 1
P  . الشعاعانAC , AB  غير

مرتبطين خطيا فهما يشكلان أساسا للمستوي  1
P  وعليه لكل نقطة ، M x; y ; z  من 1

P  يوجد

,حقيقيان عددان   حيثAM AB AC    أي

1 0

1 2

1 0

x

y

z

 

 

 

   


   
     

أي 

1

1 2

1

x

y

z



 



 


  
  

للمستوي  وهو تمثيل وسيطي  1
P. 

2)      1 2
M x; y ; z P P  معناه

1

1 2

1

2 2 6 0

x

y

z

x y z



 



 


  


 
    

أي  

   

1

1 2

1

1 2 1 2 2 1 6 0

x

y

z



 



   

 


  


 

        

ومنه 

1

1 2

1

2 1

x

y

z



 



 

 


  


 
   

أي 

2

2

1

x

y ,

z







 


 
  

 

وهو تمثيل وسيطي للمستقيم    مستقيم تقاطع المستويين   1 2
P , P. 

2لدينا  (3 0OA OB OC i j k i j i k           وهذا يعني أن النقطةO  هي مرجح

الجملة       1 1 1A; , B ; , C ; . 

هي مرجح الجملة  Oالنقطة  بما أن-أ (4      1 1 1A; , B ; , C ;   فإنMA MB MC MO   

2وعليه    3MA MB MC     2تكافيء 3MO   2أي 3OM   ومنه S  سطح هي



 

 
3 

2ونصف قطرها  Oمركزها  كرة  2معادلة له هي  ،3 2 2 12x y z   

 -ب     M x; y ; z S  معناه

2 2 2

2

2

1

12

x

y
,

z

x y z






 





 
   

ومنه 

   
2 22

2

2

1

2 2 1 12

x

y

z





 

 



  

     

أي 

   
2 22

2

2

1

2 2 1 12

x

y

z





 

 



  

     

وبالتالي 

2

2

2

1

5 2 7 0

x

y

z





 

 





 
   

ومنه   2 2 2D ; و  ;
14 2

2
5 5

E ; ;
 
  
 

. 

متساوي الساقين  ODEالمثلث -جـ 2 3OD OE   لأنD  وE  نقطتان من S  التي مركزها

O ، إذن محور القطعة DE  يشملO فإذا كانت ،F  منتصف القطعة DE  فإن المسافة بينO  و  

، لدينا OFهي المسافة 
2 4

2
5 5

F ; ;
 
 
 

ومنه   
2 2

22 4 24
2

5 5 5
OF

   
       

   
 

و  Oالمسافة بين    تساوي
24

5
 . 

 :التمرين الثالث 

لدينا -أ(0   1 0 0
6 9 6 2 9 7 16 2 7u u , u        أي 1

3 7u   

 2 1
6 9 6 3 9 7u u ,      أي 2

2 7u    3 2
6 9 6 2 9 7u u ,      أي 3

3 7u   

 4 3
6 9 6 3 9 7u u ,      أي 4

2 7u   . 

نلاحظ أن -ب 0
2 7u  ، 2

2 7u   ، 4
2 7u   نخمن أن 2

2 7
k

u . 

 1
3 7u   ، 3

3 7u   نخمن أن  ، 2 1
3 7

k
u


 ( . 3أي 2b ,a   المطلوبة في السؤال.) 

، لدينا   nمن أجل كل عدد طبيعي -أ(2 2 1
6 9 6 6 9 9 36 63

n n n n
u u u u

 
        ولكن 36 1 7  و

 63 0 7  ومنه 2
7

n n
u u


. 

-ب 2
2 7

k
u ?  0من أجل الخاصية محققةk   لأنه لدينا 2 0 0

2 7u u

 ( 0السؤالمن)نفرض -ب ،

k ، الآن أنه من أجل كل عدد طبيعي  2
2 7

k
u   ونبين أن

   2 1
2 7

k
u


 

لدينا 
   2 2 22 1

7
k kk

u u u


   ومن فرض التراجع لدينا  -أ(2حسب السؤال 2
2 7

k
u   إذن

   2 1
2 7

k
u


  ; 

k ، من أجل كل عدد طبيعي ومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع  2
2 7

k
u . 



 

 
4 

لدينا  2 1 2
6 9 6 2 9 7

k k
u u


      أي 2 1

3 7
k

u

. 

لدينا -أ(3
1 1

9 9 54 9
6 9 6 6 6

5 5 5 5
n n n n n n

v u u u u v
 

 
          

 
ومنه   n

v  متتالية هندسية

وحدها الأول . 6أساسها 
0 0

9 9 71
16

5 5 5
v u    . 

لدينا -ب
71

6
5

n

n
v    ومنه

71 9
6

5 5

n

n
u   ، 

 0 1 0 1

9 9 9 9
1

5 5 5 5
n n n

S v v v v v v n              ولكن

1 1
1

0 1 0

6 1 71 6 1 71 71
6

6 1 5 5 25 25

n n
n

n
v v v v

 
 

        


وعليه  

 1 171 71 9 71 9 26
6 1 6

25 25 5 25 5 5

n n

n
S n n

         . 

 التمرين الرابع

( I0) من أجل كل عدد حقيقيx  من المجال -1;3  لدينا 
   

2 2

2 1 2 1

1 1 1

x
g' x

x x x


  

  
وعليه الدالة  

g  متناقصة تماما على المجال
1

-1;-
2

 
 
 

3ومتزايدة تماما على المجال  
1

;
2

 
 
 

 . 

لدينا  
     

1 1 0

2 1 1 2 1

1x x X

x ln x x X ln X X
lim g x lim lim

x X
  
  

    
   


لأن 

0
0

x
lim x ln x




 

1
1 1 22 1 1 2 2

12 2
1

2

g ln ln


   
         
     

     ،   
3 3

3 2 3 1 4 2
3 1 4

g ln ln    


  

  gجدول تغيرات 

 

 

 

 

 

لدينا (2   0 2 0
0

g ln 0+1 -
0+1

   إذن الصفر هو حل للمعادلة  0g x   وهو الحل الوحيد على المجال

3
1

;
2

 
 
  

مستمرة ورتيبة تماما على المجال  gومن جهة أخرى الدالة . رتيبة تماما على هذا  المجال   gلأن الدالة  

1
-1;-

2

 
 
 

وبالتالي على المجال   0 8 0 7. ; .   و     
0 8

0 8 2 0 2 2 0 2 4 0 78
0 2

.
g . ln . ln . .

.
     و

1

2


 1 3 

 g' x

 

x
 

 g x

 

3
4 2

4
ln  


 


 

1 2 2ln

 

0
 



 

 
5 

   
0 7

0 7 2 0 3 0 07
0 3

.
g . ln . .

.
     أي   0 8 0 7 0g . g .     وحسب مبرهنة القيم المتوسطة ، المعادلة

  0g x   تقبل حلا وحيدا  على المجال 0 8 0 7. ; .  وبالتالي على المجال
1

-1;-
2

 
 
 

. 

المعادلة : الخلاصة   0g x   تقبل حلين هما الصفر والعدد  من المجال 0 8 0 7. ; . . 

إشارة (3 g x 

 

  

من المجال  xمن أجل كل عدد حقيقي  -أ(4 -1;3  لدينا     2h' x g' x g x. 

إشارة -ب h' x 

 

 

 

 

 

 hجدول تغيرات الدالة 

 

 

 

 

 

( II0) 

عدد حقيقي غير معدوم  hليكن  
     

 

2

0 0 1

1

h

f h f ln h h

h h ln h

  
 


ونعلم أن   

 
0

1
1

x

ln x
lim

x


 

ومنه 
   

 0 0

0 0
1

1h h

f h f h
lim lim

h ln h 

 
 


قابلة للاشتقاق عند الصفر و  hوعليه الدالة   0 1h'  ،

وتكون معادلة الماس  T  للمنحني f
C  عند الصفر هي 1 0 0y x     أيy x 

من  xمن أجل كل عدد حقيقي -أ(2   1 0 0 3; ;  لدينا

 
 

 

 

 

 

 

2

2 2 2

1 2 12 1
11

1 1 1

x
x ln xx ln x x xg xxxf ' x

ln x ln x ln x

 
     

   
            

 

متناقصة تماما على المجال   fومنه الدالة  1;  ومتزايدة تماما على المجال 3; . 

1 


 

   إشارة g x 0 0 

3 
0 

 
x
 

0
 

0 

0 

1

2
 

1 

إشارة  g' x 


 

  إشارة g x 0 0 

3 
0 x

 

 

   
 

  0
 


 

  إشارة h' x 


 


 

1 x
 

0
 

0 
  0

 


 

  h' x 

1

2
 

3 
0 

 

 21 4 2 4 2ln ln 

 

0
 

0
 

 2 9
16 2 6 2

16
ln ln 

 
 

h
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لدينا  -ب  0g    ومنه 2 1 0
1

ln





  


أي   
 

1
2 1

ln





 


 

ولدينا  
 

 

 
2 2

2 1
1

2 1

f
ln

 
  





   




 

لدينا 
0 8 0 7

0 2 1 0 3

. .

. .





   


  
ومنه 

1 4 2 1 6

0 2 1 0 3

. .

. .





  


  
وبالتالي  0 28 2 1 0 48. .      إذن

 0 48 2 1 0 28. .       وأخيرا نجد أن 0 48 0 28. f .   . 

-جـ 
 

23 9
3

3 1 2 2
f

ln ln
 


   ، بما أن   

1 0

1
x X

lim ln x lim ln X
 

 

   

 
فإن  

1

0
x

lim f x




 . 

 

 fجدول تغيرات الدالة 

 

 

 

 

 

نعرف على -أ(3 1 3; الدالةk  بــ   1k x x ln x    عندئذ ، 
1

1
1 1

x
k' x

x x
  

 
 kالدالة  

متناقصة تماما على المجال  1 0;  ومتزايدة تماما على 0 ومنه  ;3 0 0k   قيمة حدية صغرى للدالةk  على 1 3; 

من المجال  xمن أجل كل : وبالتالي  1 3;  ،  0k x   أي 1 0x ln x   . 

لدينا -ب 
 

  
 

2 1

1 1

x x ln xx
f x x x

ln x ln x

 
   

 
وجدنا أن   1 0x ln x    ولكونx  و

 1ln x   من نفس الإشارة ينتج أن  0f x x   المنحني  أي أن f
C  يقع فوق المماس T

. 

4)  T يوازي  ' T  معناه معامل توجيه T ومنه معادلة لـ ،  1يساوي  ' T yهي  ' x d   معd   ، 

 T يتقاطع مع  ' f
C  معناه النقطة ذات الإحداثيين  3في النقطة ذات الفاصلة

9
3

2 2
;

ln

 
 
 

تنتمي إلى   T أي  '

9
3

2 2
d

ln
   ومنه

9
3

2 2
d

ln
   أي أن

9
3

2 2
y x

ln
    هي معادلة لـ T '. 

5) 

 

 

 1 3 

 f' x 

x
 

 f x

9

2 2ln


 


 

 f 

0

0
 



 

 
7 

 
حلول المعادلة (6 f x x m   هي فواصل نقط تقاطع f

C  مع المستقيم الذي معادلتهy x m ، 

إذا كان  
9

0 3
2 2

m ; ;
ln

 
    

 
فإن المعادلة   f x x m  لا تقبل حلا. 

0mإذا كان    فإن المعادلة f x x m  تقبل حلا مضاعفا. 

 إذا كان 0 1m ;  فإن المعادلة f x x m   تقبل حلين متمايزين 

إذا كان 
9

1 3
2 2

m ;
ln

 
  
 

فإن المعادلة   f x x m  تقبل حلا واحدا. 
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  6من  1صفحة 

  :على المترشح أن يختار أحد الموضوعين التاليين

  الموضوع الأوّل
  

  )نقاط 06( :التمرين الأوّل

I( a وb نعتبر في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس . عددان حقيقيان موجبان تماما( ); ,O u v
� �

 ،

:  التي لاحقاتها Eو A ،B ،Cالنقط 
3
4

i

Az ae
π

=  ،2Bz a= −  ،C Az z= و 
3
2

i

Ez be
π

  .على الترتيب =

Aي  العدد المركّب كل الأسّ اكتب على الشّ  أ ـ .1 B

A

z z

z

  .OABثثمّ استنتج طبيعة المثلّ ،  −

  .مساحته استنتج ثمّ ، OABCحدّد طبيعة الرباعي  ب ـ
bوالنسبة  Oالمركز ذو Sالتشابه المباشر .2

a
3الزاويةو  

4

π، يحول كل نقطة( )M zمن المستوي إلى النقطة( )M z′ ′  

)ثمّ تحقق أنّ  ،Sاكتب العبارة المركبة للتشابه المباشر -أ     )S A E=.  

)حيث  ،)ةالمساحمقدرة بوحدة ( 2bهي  OEFGبيّن أنّ مساحة الرباعي  ب ـ )S B F= و( )S C G=.  

2 :العبارة bو aبدلالة  احسب - أ. 3 2
2 cos arg E

C E C E
C

z
z z z z

z

  + − ×   
  

  .  

  .bو aبدلالة  2CEاستنتج قيمة  - ب    
II( n عدد طبيعي وnM  نقطة من المستوي تختلف عنO لاحقتها ،nz.  

0M: نضع A=  ومن أجل كل عدد طبيعيn  ،1 ( )n nM S M+ = .  
)نعتبر المتتاليتين  )nu و( )nv من أجل كل عدد طبيعي  ،المعرفتينn، ِب ـ :n nu z= و( )argn nv z=.  

1nباكتب العدد المركّ  .1

n

z

z
  .bو aبدلالة  يكل الأسّ على الشّ  +

a: نفرض أنّ  .2 b<  و] ]1arg ;n

n

z

z
π π+ ∈ − 

 
.  

)المتتاليةبيّن أنّ    )nu المتتاليةو  ،هندسية( )nv  ُالكل منهم لالأوّ د ححساب الأساس و  عيينطلب تحسابية ي.  

: حيث  ،nTالمجموع  nو a  ،bاحسب، بدلالة  .3
2 3

2 1
...

n

n n

b b b
T a b

a a a −= + + + + lim، ثمّ + n
n

T
→+∞

.  

 .في استقامية nMو O  ،Aالتي تكون من أجلها النقط  nعيّن قيّم الأعداد الطبيعية  .4



 

 6من  2صفحة 

 

  )نقاط 03( :التمرين الثاني

1.n  صحيحيننعتبر العددين ال. عدد طبيعيα وβ، 32:  حيث 14 2n nα = − 3nβو + = +.  
) :ن أنّ بيّ  أ ـ ) ( ); ;10PGCD PGCDα β β=) . يرمزPGCD إلى القاسم المشترك الأكبر(  
)لعددم الممكنة لهي القيّ  ما ب ـ );PGCD α β؟  
): بحيث يكون ،nم العدد الطبيعين مجموعة قيّ عيّ  ـجـ  ); 5PGCD α β =.  

  .11على 4n، بواقي القسمة الإقليدية للعددnادرس، حسب قيّم العدد الطبيعي أ ـ .2

]:   التي تحقّق الجملة التالية nطبيعيم العدد الن مجموعة قيّ عيّ  ب ـ ]
[ ]

54 4 0 11

2 10

n n n

n

 + + ≡


≡
.  

 

  )نقاط 05( :التمرين الثالث

)الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  ); , ,O i j k
� � �

.  
)نعتبر النقط  )0;0;1A  ،( )2;2; 1B −  ،( )2; 7; 7C − − )و − )3;4;4D −   

)والمستوي  )P المعرّف بالتمثيل الوسيطي  :
1 3

1 2

4

x

y

z

α β
α

α β

= + +
 = −
 = + +

  .ان حقيقيانوسيط βو α؛  

  .تعيّن مستويا Cو A  ،Bبيّن أنّ النقط  أ ـ. 1
)تحقّق أنّ الشعاع  ب ـ )3; 2;1n −

�
)ناظمي للمستوي   )ABC ثمّ اكتب معادلة ديكارتية له ،.  

)اكتب معادلة ديكارتية للمستوي  أ ـ .2 )P،  ثمّ بيّن أنّ المستويين( )ABC و( )P متعامدان.  

)بيّن أنّ تقاطع  ب ـ )ABC و( )P  هو المستقيم( : و التمثيل الوسيطيذ ∆(
2

7 4 ; 

7 5

x t

y t t

z t

= − +
 = − + ∈
 = − +

ℝ   

)والمستوي  Dاحسب المسافة بين النقطة  ـ ج )ABC،  والمسافة بين النقطةD  والمستوي( )P،  ثمّ استنتج
)والمستقيم  Dالمسافة بين النقطة  )∆.  

3 .( )Q  المستوي الذي يشمل النقطةD  والعمودي على كل من المستويين( )ABC و( )P.  
)اكتب معادلة ديكارتية للمستوي  أ ـ )Q.  
)بيّن أنّ المستويات الثلاثة  ب ـ )ABC ،( )P و( )Q تتقاطع في نقطة واحدةH حداثياتإ، ثمّ عيّنH.  
)والمستقيم  Dنية، المسافة بين النقطة احسب بطريقة ثا جـ ـ )∆. 

  
  
  
  
 



 

 6من  3صفحة 

  )نقاط 06: (التمرين الرابع

−I 1.  الدالةu  معرّفة على المجال] ):  ب ـِ ∞+;0] ) 3 4xu x e x e= − + −.  
  .uادرس اتجاه تغيّر الدالة  أ ـ
[من المجال  xبيّن أنّه، من أجل كل عدد حقيقي  ب ـ [0;+∞  ،3 4xe e x− > −.   
  

[جال معرّفة على الم vالدالة  .2 ): ب ـِ ∞+;0] ) 3 23 4 1 lnv x x x x= − + − +.  
): بيّن أنّ  أ ـ )' 1 0v   )vإلى الدالة المشتقة للدالة  v'يرمز .  (=
[من المجال  xأثبت أنّه، من أجل كل عدد حقيقي  ب ـ [0;+∞  ،( ) 0v x ≤.  

[من المجال  xأنّه من أجل كل عدد حقيقي  ،استنتج جـ ـ [0;+∞  ،
2

1 ln
3 4

x
x

x

− + ≤ −.  

[من المجال  xأثبت أنّه، من أجل كل عدد حقيقي  .3 [0;+∞  :
2

1 ln
0x x

e e
x

−− + >.  

−II  الدالةf  معرّفة على المجال] ): ب ـِ ∞+;0] ) lnx x
f x e e x

x
= − +.  

( )fC المنحنى الممثل للدالةf في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ); ,O i j
� �

.  
 : احسب .1

0
lim ( )

x
f x

>→
limو   ( )

x
f x

→+∞
.  

[لى المجالمتزايدة تماما ع fبيّن أنّ الدالة  .2   .ثمّ شكّل جدول تغيّراتها ،∞+;0]

)احسب .3 )1f ّالمنحنى  مثّل، ثم( )fC  5على المجال
0;

2
 
  

 .  

) :نأخذ( )2 2,3f ≈ ،( )1,64 1f 5و ≈
5,75

2
f   ≈ 
 

. (  

)احسب مساحة الحيّز المستوي المحدّد بالمنحنى  .4 )fC  وحامل محور الفواصل والمستقيمين اللّذين معادلتاهما   
   1

2x 2xو = =.  

  

  

  
  

  

  

  

  



 

 6من  4صفحة 

  الموضوع الثاني
  

  )نقاط 03( :التمرين الأوّل

]: التي تحقّق nعيّن الأعداد الطبيعية   أ ـ. 1 ]2 27 0 1n n+ ≡ +.  
)عيّن الثنائياتب ـ  );a b حيث ،من الأعداد الطبيعية :( )( )- 24b a a b+ =.  
  .24استنتج طريقة لرسم قطعة مستقيمة طولها  جـ ـ

2. α وβ  10141على الشّكل  خمسةعددان طبيعيان مكتوبان في النظام ذي الأساسα 3403βو = =  
  .في النظام العشري βو αاكتب العددين  أ ـ

)عيّن الثنائية  ب ـ );a b من الأعداد الطبيعية  حيث: 
2 2 24

9

b a

a bα β
 − =


− =
.  

  .478و 671رك الأكبر للعددينثمّ استنتج القاسم المشت ،1434و 2013عيّن القاسم المشترك الأكبر للعددين  أ ـ .3
2حل في ب ـ

ℤ  المعادلة ذات المجهول( );x y 2013: التالية 1434 27x y− =.  
 

  )نقاط 05( :التمرين الثاني

2:التالية ،zذات المجهول  المعادلة ،ℂبةحل في  مجموعة الأعداد المركّ . 1 1 0z z+ + =.  

)متجانسالمتعامد المعلم النعتبر في المستوي المنسوب إلى  .2 ); ,O u v
� �

:     حقاتذات اللاّ  Mو A ،Bالنقط ؛

1 3

2A
i

z
+= −   ،B Az z=   و z يرمز (  .على الترتيب Az  مرافقإلىAz(  

  .يكل الأسّ على الشّ  Azكتباُ  - أ

): حيث ،من المستوي Mيّن مجموعة النقطع ـ ب ) ( ) ( )2arg arg argA A Bz z z z − = −
 

.  

)يرفق بكل نقطة ،rالنقطي التحويل ـأ  .3 )M z النقطة ( )M z′ ' :حيث ،′ 3A Bz z z z= ⋅ + .  
  .ن عناصره المميزة؟ عيّ rما طبيعة التحويل ـ   
)نقطة يرفق بكلّ  ،hالتحاكي ـ ب    )M z النقطة ( )M z′ ': حيث ،′ 2 3z z i= − + .  
  .hن نسبة ومركز التحاكيعيّ  ـ   
S:نضع ـ جـ    h r=   ).hو rينإلى تركيب التحويل �مزير (  .�

): بة هيأنّ عبارته المركّ  مبرزاً عناصره المميزة، ثمّ تحقّق ،Sحويلن طبيعة التّ عيّ  ـ )3' 2
i

z e z i i
π

= − +. 
) :حيث ؛Eو C ،Dوالنقط iذات اللاحقة Ω نعتبر النقطة.  4 )S O C=  ،( )S C D= و( )S D E=.  
  .في استقامية Eو O ، Ωالنقط ن أنّ بيّ  ـ

)ن عيّ   أ ـ .5 )Γ  نقط لامجموعة( )M z 22:  ، حيثمن المستوي
iiz e e
π

θ= θ مع + ∈ℝ.   
)عيّن  ب ـ )′Γ صورة ( )Γ بالتحويلS. 

  



 

 6من  5صفحة 

  )نقاط 04( :التمرين الثالث

)عتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس ن ); , ,O i j k
� � �

)النقطتين  ؛ )1;0;2A )و  − )1;1;1B 

)والمستقيم  : المعرّف بالتمثيل الوسيطي التالي ∆(
2

2

1

x

y

z

α

α

= +
 = −
 = − −

)حيث   )α ∈ℝ.  

)اكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم  أ ـ. 1 )AB.  
)بيّن أنّ المستقيمين  ب ـ )AB و(   .ليسا من نفس المستوي ∆(

2. ( )P  المستوي الذي يشمل( )AB  ويوازي( )∆.  
)اكتب تمثيلا وسيطيا للمستوي  أ ـ )P.  
1 أثبت أنّ  ب ـ 0x y z− + − )ديكارتية للمستوي معادلة هي  ،= )P.  

)م نقطة من المستقي Nلتكن  .3 )نقطة من الفضاء إحداثياتها  Mو ∆( )1 2 ;1 ;1β β β+ + )مع  − )β ∈ℝ.  
)تنتمي إلى المستقيم  Mبيّن أنّ النقطة  أ ـ )AB.  
)على المستوي N المسقط العمودي للنقطة Mحتى تكون Nو Mالنقطتين إحداثياتجد  ب ـ )P.  

)و Nتحقق أن المسافة بين  جـ ـ )P 2هي

3
 .ABNمساحة المثلث ، ثمّ احسب 

  )نقاط 08( :التمرين الرابع

−I  الدالةg  معرّفة علىℝ  ِبـ :( ) ( )21 1 xg x x e−= + −.  
limاحسب  أ ـ. 1 ( )

x
g x

→−∞
limو   ( )

x
g x

→+∞
.  

1) :نأخذ( .راتهال جدول تغيّ ثمّ شكّ  ،gادرس اتجاه تغيّر الدالة   ب ـ 2) 0,25g − 1)و  ⋍− 2) 1,43g + ≃(  
) بيّن أنّ المعادلة أ ـ .2 ) 0g x : حيث ،αثمّ تحقّق أنّ أحدهما معدوم والآخر، ℝتقبل حليّن في  =

0,8 0,7α− < < −.  
)استنتج إشارة  ب ـ )g xحسب قيم العدد الحقيقي  ؛x.  

−II  الدالةf  معرّفة علىℝ  ِبـ :( ) ( )2
1 xf x x x e−= − +  

( )fC لدالةا ىمنحنf في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ); ,O i j
� �

2وحدة الطول (.  cm(  
limاحسب  أ ـ .1 ( )

x
f x

→−∞
limو  ( )

x
f x

→+∞
.  

)بيّن أنّ المستقيم  ب ـ yذا المعادلة  ∆( x=، ىمقارب مائل للمنحن ( )fC  عند+∞.  
) ىادرس وضعية المنحن  جـ ـ )fC بالنسبة إلى المستقيم( )∆.  

)،  xبيّن أنّه، من أجل كل عدد حقيقي  أ ـ .2 ) ( )f x g x′ fمز ير . (=   )fإلى الدالة المشتقة للدالة  ′
) :نأخذ( .ℝعلى  f رات الدالةل جدول تغيّ شك  ب ـ ) 0,9f α ≈ −(  

) ىالمنحن بيّن أنّ  ـ أ .3 )fC يطلب تعيين معادلة لكل منهما1معامل توجيه كل منهما يساوي  ،يقبل مماسين ،.  
)مثّل ـ ب ) ىالمماسين والمنحنو  ∆( )fC.   



 

 6من  6صفحة 

) :xالمعادلة ذات المجهول عدد حلول ،mناقش بيانيا، حسب قيم الوسيط الحقيقي ـ جـ )2
1 0xx me+ + =.  

): ب ـِ ℝمعرّفة على  Hالدالة  .4 ) ( )2 4 5 xH x x x e−= − − −.  
) :ة للدالةأصليدالة  Hأن بيّن  أ ـ     )2

1 xx x e−+֏ على ℝ.  
) ىد بالمنحنز المستوي المحدّ مساحة الحيّ متر المربع ، يبالسنتاحسب  ب ـ )fC  المستقيم و( ذين لوالمستقيمين الّ  ∆(

1xهما امعادلت = 0xو − =.  
−III ( )nu 0: معرّفة ب ـِالعددية المتتالية الu α= ومن أجل كل عدد طبيعيn ،( )1n nu f u+ = .  

) يحقّق αالعدد  ذكّر أنّ ت( ) 0g α =(  
n ، 1من أجل كل عدد طبيعي  ،برهن بالتراجع أنّه .1 nu α− ≤ ≤ .  
)المتتالية  ن أنّ بيّ  .2 )nu متناقصة.  
)أنّ  استنتج .3 )nu ثمّ احسب نهايتها ،متقاربة. 



 

 
  

 –الموضوع الأول    --مادة الرياضيات شعبة رياضيات   3102الحل المفصل لاختبار بكالوريا  
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 التمرين الثاني :

لدينا -أ.1  3 22 14 2 2 6 4 3 10n n n n n         أي أن 3 22 14 2 2 6 4 10n n n n        

نضع  ,PGCD d    و 10, 'PGCD d  : عندئذ 



 

 
  

d  يقسم كلا من  و  وبالتاليd  يقسم 210 2 6 4n n       أيd  يقسم 1 'd  ، 

'd  و  10يقسم كلا من  وبالتالي'd  يقسم 22 6 4 10n n      أي'd  يقسم 2 d  ، 

من  1  و 2  نستنتج أن'd d  أي    10, ,PGCD PGCD  . 

هي  10اسم العدد قو-ب 1 2 5 10; ; ومنه  ;     10 1 2 5 10, , ; ; ;PGCD PGCD   . 
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 10 11 8 2n p    110أي 82n p   معp   وهي قيمn . المطلوبة 

 التمرين الثالث 
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B,غير مرتبطين خطيا ، وعليه النقط  ACو  A  وC . ليست في استقامية فهي إذن تعين مستويا 

لدينا  -ب   3 2 2 2 1 2 0n AB           و       3 2 2 7 1 8 0n AC             ومنه الشعاعn 

وهما من المستوي  ACو  ABعمودي على كل من  الشعاعين  ABC  غير مرتبطين خطيا إذن الشعاعn اظمي ن

للمستوي  ABC وعليه معادلة لـ . ABC  3هي 2 0x y z d     معd   وبتعويض إحداثياتA  )مثلا( 

نجد معادلة لـ  ABC  3هي 2 1 0x y z   . 
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بتعويض   3  في 1  ثم بجمع الناتج مع 2  نجد أن

2 0x y z    دلة ديكارتية للمستوي وهي معا  لدينا .   1 1 1 3 2 1' ; ; , ; ;n n   شعاعان ناظميان للمستويين

 ABC  و   على الترتيب ، ولدينا   3 1 2 1 1 1 3 2 1 0'n n              وهذا يعني أن المستويين
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   3 2 2 7 4 7 5 1 6 3 14 8 7 5 1 0t t t t t t                  ومنه المستقيم   محتوى في المستوي ABC 

 2 7 4 7 5 2 2 7 4 7 5 2 0t t t t t t                  ومنه المستقيم   محتوى في المستوي  وعليه .

المستويان  ABC  و   متقاطعان وفق المستقيم . 
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الثلاثيات  4 5a; a; a   ومنه 1 4 5" ; ;n  هو شعاع ناظمي للمستوي Q  4وتكون معادلة له 5 0'x y z d    

نجد أن معادلة للمستوي Dوبالتعويض بإحداثيات النقطة  Q  4هي 5 33 0x y z   . 

المستويان -ب ABC  و   متقاطعان وفق المستقيم   العمودي  على المستوي Q  فهو يقطعه في نقطة وحيدةH ،
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المستقيم -جـ     عمودي على المستوي   وبالتالي على المستقيم DH (   DH   وعليه )H  هي المسقط

على  Dالعمودي لـ    أي أن 

  
2 2 2

1 7 14 100 25 4 129 129 43
3 4 4

3 3 3 9 9 9 9 3 3
,d D HD

     
                  

     
 

 التمرين الرابع :

1. Iمن أجل كل  -أx  من 0;   :لدينا  3x
u' x e   وعليه إشارة u' x  : هي 

  + 0  -  



 

 
  

متناقصة تماما على المجال  uوعليه الدالة   0 3;ln  ومتزايدة تماما على المجال 3ln ;. 

قيمة حدية صغرى هي  uللدالة  -ب  33 3 3 4 7 3 3 0 986 0ln
ln ln ln .u e e e        أجل كل  ومنه منx  من 0;  

 :  0u x   3أي 4 0x
e x e     3وعليه 4x

e e x  . 

من  xمن أجل كل  -أ.2 0;  ينا: لد 
3 2

2 1 9 8 1
9 8'

x x
v x x x

x x

  
      ومنه  2 1

1 9 1 8 1 0
1

'v       . 

جذر لـ   العدد  -ب 'v x  وبتحليل 'v x  : نجد 
  21 9 1

'
x x x

v x
x

  
   ولكون

29 1 0x x    مميزه (

35 0     9و 0 فإن إشارة ) 'v x  1عكس إشارةx   أي أن  0'v x   على المجال 0 و  ;1  0'v x   على المجال

 1;  أي أن الدالةv  متزايدة تماما على المجال 0 و متناقصة تماما على المجال  ;1 1;  ومنه للدالةv  قيمة حدية كبرى هي

  3 21 3 1 4 1 1 1 0lnv          أي أنه من أجل كلx  من 0;   :  0v x . 

-جـ  0v x    معناه
3 23 4 1 0lnx x x      ومنه

3 21 3 4lnx x x     وعليه 21 3 4lnx x x     0ولكونx  

ينتج أن 
2

1
3 4

lnx
x

x

 
 . 

3من  .3 4x
e e x    و

2

1
3 4

lnx
x

x

 
   نستنتج أن

2

1
3 4

ln xx
x e e

x

 
     أي أن

2

1 ln xx
e e

x

 
   ومنه

2

1
0

lnx x
e e

x


  .                                                                                                                                        

1. II  
0

lim
x

f x




  لأن
0

1lim
x

x

e ex




  و
0

1

1

ln
ln

lim lim lim ln
X Xx

x X X X
x

X

  

     

 lim
x

f x


  0لأن
ln

lim
x

x

x
  وlim lim

x
x

x x

e
e ex x e

x 

 
     

 
. 

من  xمن أجل كل .2 0;  لدينا

  2

1
0

ln
'

x x
f x e e

x


     3) من السؤال. I ومنه )

متزايدة تماما على  fالدالة  0;   وجدول تغيراتها هو 

 

لدينا .3  1 1
1 1 0

1

ln
f e e    . 

تمثيل  f
C  ( 6) في الصفحة 

 

مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى  Aلتكن .4 f
C مل محور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما  وحا

1

2
x   2وx  

عندئذ :    
1 2

1 1

2

A f x dx f x dx     
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المعرفة بــ Fلدينا الدالة    
22 1

2 2
ln

x e
F x e x x   هي دالة أصلية لـf  على 0;  ومنه

             
1 2

1
1

2

1 1
1 2 1 2 2 1

2 2
A F x F x F F F F F F F

   
                   

   
أي  

     
2 21 1

2 2 22 2 1 22 2
1 1 1 1 1 25

2 2 2 1 1 2
2 2 2 2 2 2 2 2 8

ln ln ln ln
e e e

A e e e e e e
     

                    
     

 أي   

1 024.A  
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 -الموضوع الثاني  – رياضيات شعبة رياضيات 3102تصحيح اختبار البكالوريا 

 التمرين الأول : 

-.أ  2 27 0 1n n    معناه 2 2 25 0 1n n     أي   2 1 25 0 1n n     ومنه 25 0 1n   52أي 

1nمضاعف لـ   أي  0 4 24, ,n. 

   24b a b a   معناه   2 12b a b a    أو   4 6b a b a    لأنb a  وb a  و من نفس الشفعيةb a 

   2 12b a b a    2معناه

12

b a

b a

 


 

و    4 6b a b a    معناه
4

6

b a

b a

 


 
ومنه        5 7 1 5, , , ,a b . 

   24b a b a    2تكافيء 2 24b a   2ومنه 224b a   ضلع في مثلث قائم هي  24وعليه قطعة طولها

وطول الضلع القائم الآخر  7أو هي ضلع في في مثلث قائم طول وتره   وطول الضلع القائم الآخر هي 2طول وتره 

 .2هي

5
4 2 110141 1 5 1 5 4 5 1 671           ،

5
3 23403 3 5 4 5 3 478        

2 2 24

9

b a

a b 

  


 
معناه  

2 2 24

651 478 9

b a

a b

  


 
معنا ه  

      5 7 1 5

671 478 9

, , , ,a b

a b

 


 

ومنه      5 7, ,a b . 

2013 3 11 61    1434و 2 3 239     ومنه 2013 1434 3,PGCD . 

 2013 1434 3,PGCD   معناه 3 11 61 3 2 239 3,PGCD       ومنه 3 671 478 3,PGCD  أي

 671 478 1,PGCD . 

2013 1434 27x y   671معناه 478 9x y   لدينا الثنائية  -.ب5، من السؤال 5 حل خاص لهذه المعادلة أي   ,7

671 478 9

671 5 478 7 9

x y 


   
ومنه       671 5 478 7 *x y   يقسم  478إذن 671 5x   671و  478وبما أن 

5xيقسم  478أوليان فيما بينهما فإن )حسب مبرهنة غوص (    أي يوجد عدد صحيحk  5بحيث 478x k  منه و

478 5x k   بالتعويض في *  671نجد أن 7y k   ومنه حلول المعادلة المعطاة هي

  478 5 671 7, ;k k k  . 

 التمرين الثاني 

.لدينا   
2

21 4 1 3 3i        ومنه حلا المعادلة هما
2 1

1 3 1 3

2 2
,

i i
z z

   
                                  

1لدينا -.أ5
A

z   و   
4

2
3

arg
A

z


  ومنه
4

3
i

A
z e



. 
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 -ب     
2

arg arg arg
A A B

z z z z   
 

تكافيء     2 2arg arg
A A

z z z  أي   arg arg
A A

z z z  أي

   arg arg
A A O

z z z z   ومنه الشعاعانOA  وAM ومه مرتبطان خطيا ولهما نفس الاتجاه أي

  2,OA AM k مبدؤه الذي المفتوح ومنه مجموعة النقط المطلوبة هي نصف المستقيمA (A ليست  ) نقطة منه

والذي عبارته التحليلية  Oولا يشمل  OA شعاع توجيه له و
3

1

2

y x

x

 



 


وعبارته المركبة  

4

3
1 3

0
2

,
ii

z e



 


   . 

1، لدينا  -.أ3
A

z   و   
4

2
3

arg
A

z


  و 

1 3
3

3 3 32

1 1 3 3 3
1

2

B

A

i
z i

i
z i i


 

 
  

  


هو الدوران  rومنه  

الذي مركزه  0 1;  وزاويته
4

3


. 

لدينا -ب
 
3 3

1 2 3

i i
i 

 
مركزه النقطة و  2هي  hومنه نسبة التحاكي  0 1;. 

Sلدينا  -جـ h r  ، 

هو تشابه مباشر مركزه النقطة rلدينا  0 1; وزاويته   و نسبته
4

3


مركزه النقطة هو تشابه مباشر  hو   0 1; و

هو التشابه المباشر الذي مركزه النقطة  Sومنه    وزاويته  5نسبته  0 1;   ذات اللاحقةi) نفس المركز( 

وزاويته ين ( )جداء النسبت 5ونسبته 
3


وتكون عبارته المركبة هي . )مجموع الزاويتين(  32'

i

z i e z i



    أي

 32'
i

z e z i i



  . 

بالتشابه المباشر  Oهي صورة  E.لدينا 4
3

S S S S  الذي مركزه  وزاويته  6ونسبته
3

3


 ومنه

  2,O E k      وهذا يعني أن النقط,O   وE . في استقامية 

22لدينا -.أ2
i

i
z e e


   2تكافيء i

z e i
   2تكافيء i

z i e
   2ومنهz z    2أيM  وعليه  

هي الدائرة التي مركزها   0 1;   ذات اللاحقةi  2ونصف قطرها. 

بما أن -ب S    فإن '  صورة   بالتحويلS  هي الدائرة التي مركزها  ونصف قطرها

2 2 4R   . 
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  التمرين الثالث :

الشعاع -.أ  2 1 1; ;AB   شعاع توجيه لـلمستقيم AB  ومنه
1 2

2

,

x t

y t t

z t

  


 
  

تمثيل وسيطي للمستقيم   AB. 

الشعاع -ب 1 0 1; ;u   شعاع توجيه لـلمستقيم   الشعاعان ،AB  وu  غير مرتبطين خطيا وعليه المستقيمين

 AB  و  ين عندئذ : غير متوازيين فهما إما متقاطعين أو ليسا من نفس المستوي ، لنفرض أنهما متقاطع

1 2 2

2

2 1

t

t

t





   


 
    

أي 

3 2

2

3

t

t

t





  


 
  

وهذه الجملة لا تقبل حلا ، نستنتج إذن أن  AB  و  . ليسا من نفس المستوي 

يوازيان  المستوي  uو  ABالشعاعان  -.أ5 P وهما غير معدومين و غير مرتبطين خطيا فهما يشكلان أساسا

للمستوي  P  وعليه من أجل كل نقطةM  من P  يوجد عددان حقيقيان,   بحيثAM AB u    ومنه

1 2

2

x

y

z

 



 

  



    

ومنه 

1 2

2

x

y

z

 



 

   



   

وهو تمثيل وسيطي للمستوي   P. 

 -ب

1 2

2

x

y

z

 



 

   



   

تكافيء 

 

 

1 2 1

2 2

x y

y

z y







    



   

وبجمع  1  و 2  1نجدx z y   ومنه

1 0x y z     وهي معادلة ديكارتية للمستوي P. 

لدينا  -.أ3 1 2 1 1 0 1 2; ;AM          أي 2 2 1 1; ;AM        ومنه 1AM AB  

B,النقط مرتبطان خطيا وعليه  AMو  ABالشعاعان  A   وM  في استقامية أي أن M AB. 

على  Nالمسقط العمودي لـ  M -ب P  معناه
0

0

MN u

MN AB

 




 ولدينا   1 2 3 2; ;MN             و

 منه 

 

1 2 2 0

2 1 2 3 2 0

   

    

     


      
ومنه  

2 3 3 0

3 6 1 0

 

 

  


  
بحل هذه الجملة نجد أن  

7
5

3
, , 

 
   
 

 أي أن  

11 4 10

3 3 3
; ;M

 
  
 

و   3 2 4; ;N  . 

لدينا  -جـ  
 

 
22 2

3 2 4 1 2

31 1 1

,d N P
    

 

  

بطريقة اخرى  

  
2 2 2

11 4 10 4 4 4 12 2
3 2 4

3 3 3 9 9 9 9 3
,d N P MN

     
                  

     
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هي  ABNمساحة المثلث     
1 1 2

6 2
2 2 3

,S ABN AB d N P       

 التمرين الرابع 

 1. I لدينا  -أ lim
x

g x


    و  1lim
x

g x


  لأن 
2

2 1
1 0lim lim

x

xx x

x
x e

e



 


  . 

لدينا  xمن اجل كل عدد حقيقي  -ب     2 22 1 2 1'
x x x

g x xe x e x x e
          وعليه إشارة 'g x  من

2إشارة ثلاثي الحدود  2 1x x    1الذي له جذرين هما 2  1و 2 وعليه : إشارة 'g x هي 

 

 

 

1متناقصة تماما على كل من المجالين  gأي أن الدالة  2,  
 

1و   2,  
 

ومتزايدة تماما على المجال  

1 2 1 2,  
 

. 

 جدول التغيرات 

1مستمرة ورتيبة تماما على المجال  gمن جدول التغيرات نلاحظ أن الدالة  -أ.2 2,  
 

و 

   1 2 0lim
x

g x g


    حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  0g x   1تقبل حلا وحيدا على المجال 2,  
 

. 

1مستمرة ورتيبة تماما على المجال  gالدالة  كذلك 2 1 2,  
 

و    1 2 1 2 0 25 1 43 0. .g g       

ة القيم المتوسطة المعادلة حسب مبرهن  0g x   1تقبل حلا وحيدا على المجال 2 1 2,  
 

. 

1مستمرة ورتيبة تماما على المجال  gالدالة  2,  
 

و   1 0lim
x

g x


   ومنه المعادلة  0g x   لا تقبل حلا

1على المجال  2,  
 

إذن نستخلص أن المعادلة    0g x   لدينا  تقبل حلين في .

    00 1 0 1 1 1 0g e       ولدينا  0ومنه أحد الحلين هو

           
2 20 8 0 70 8 0 7 1 0 8 1 1 0 7 1 0 2 0 03 0. .

. . . . , .g g e e                
      

 أي أن الحل الثاني  

0يحقق  8 0 7. .   . 

إشارة  -ب g x   

 + ـــ ـــ

 

   

 ـــ + +

 

   



 

 
2 

1. IIأ-   lim
x

f x


  ، ) واضحة ( 

   lim
x

f x


   لأن 
 

2

2 1
1 0lim lim

x

xx x

x
x e

e



 


    وlim

x
x


 . 

لدينا  –ب    
 

2

2 1
1 0lim lim lim

x

xx x x

x
f x x x e

e



  


        ومنه المستقيم   ذو المعادلةy x  مقارب

مائل للمنحنى  f
C  بجوار. 

بما أن  -جـ   
2

1 0x
f x x x e

       من اجل كل عدد حقيقيx  فإن f
C  يقع تحت المستقيم   مع كون

  و f
C  1يشتركان في النقطة ذات الفاصلة. 

لدينا  xمن اجل كل عدد حقيقي  -أ.2     
2 21 2 1 1 1 2 2 2 1'

x x x
f x x e x e x x x e

                 
أي  

       2 21 1 1 1'
x x

f x x e x e g x
        . 

 fجدول تغيرات   -ب

 

-أ.3  1'f x   معناه  1g x   أي 21 1 1x
x e

    ومنه 2 1 0x
x e

   1ومنهx   1أوx  . 

وعليه  f
C  1يقبل مماسين معامل توجيه كل منهما، 

1xعند    : لدينا 1 1'f   و 
4

1 1f
e

   ومنه 
4

1 1 1y x
e

      أي
4

y x
e

   وهي معادلة لمماس

 f
C  1عند النقطة ذات الفاصلةx . 

1xعند     : لدينا 1 1'f    و 1 1f     ومنه 1 1 1y x     أيy x  وهي معادلة لمماس f
C  عند

1x النقطة ذات الفاصلة  .  وهو المستقيم . 

تمثيل  -ب   والمماسين و f
C. 



 

 
6 

 

 

-جـ 
2

1 0x
x me    معناه 

2
1 x

m x e
    ومنه   

2
1 x

x m x x e f x
      حلول هذه المعادلة ومنه

هي فواصل نقط تقاطع  f
C  مع المستقيم ذو المعادلةy x m  . ) يوازي المماسين ( 

 من التمثيل البياني لدينا 

إذا كان 
4

m
e

  . فإن المعادلة تقبل حلا وحيدا 

إذا كان 
4

m
e

  ( 1فإن المعادلة تقبل حلين أحدهما حل مضاعفx .) 

إذا كان 
4

0m
e

   . فإن المعادلة تقبل ثلاثة حلول مختلفة 

0mإذا كان   ( 1فإن المعادلة تقبل حلا مضاعفاx  .) 

0mن إذا كا  . فإن المعادلة لا تقبل حلا 



 

 
7 

لدينا  xمن اجل كل عدد حقيقي  -أ.4

         
22 22 4 4 5 2 1 1'

x x x x
H x x e x x e x x e x e

                ومنه الدالةH  دالة أصلية للدالة

 
2

1 x
x x e

 لى ع. 

محسوبة بوحدة المساحة عندئذ :المساحة المطلوبة  Aلتكن  -ب

          
0 0

02

1
1 1

1 0 1 5 2x
A x f x dx x e dx H x H H e




 

              

وعليه مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى  f
C  والمستقيم  1يمين اللذين معادلتاهما والمستقx    0وx  

محسوبة بالسنتيمتر المربع هي   24 2 5 8 20e e cm    21أي بالتقريب 75. cm 

1. III لدينا
0

u   ومنه
0

1 u     0أي أن الخاصية محققة من أجلn . 

1نفرض ان 
n

u      لكل عدد طبيعيn  ونبين أن
1

1
n

u 


  . 

1لدينا 
n

u     ولكون الدالةf  متزايدة تماما على المجال 1;  فإن       1
n

f f u f                                      

و لدينا  1 1f     1و من السؤال. II جـ  وجدنا أن  0f x x  قيقي من اجل كل عدد حx  فإن  0f    

أي  f    : ومنه   تكافيء
1

1
n

u 


   1أي أن الخاصية محققة من أجلn   وحسب مبدأ الاستدلال

n  ،1أجل كل عدد طبيعي  بالتراجع فإنه من
n

u   . 

لدينا  .2 1
0

n n n n
u u f u u


     لأن (  0f x x   من اجل كل عدد حقيقيx  ومنه المتتالية ) n

u  متناقصة

. 

المتتالية  .3 n
u  نهايتها عندئذ  محدودة ورتيبة )متناقصة( فهي إذن متقاربة . لتكن

1
lim lim

n n
u u


   أي

 lim lim
n n

f u u   ومنه 
2

1 e
    أي أن 

2
1 0e

   1ومنهlim
n

u    

 

 

 



 

 4من  1صفحة  

  الجمهورية الجزائرية الديمقراطية الشعبية

  وان الوطني للامتحانات والمسابقاتالدي                               وزارة التربية الوطنية

  2014جوان : دورة                                       امتحان بكالوريا التعليم الثانوي                  

    رياضيات :الشعبة

   د 30سا و 04 :المـدة                                                          الرياضيات :ادةم اختبار في

  :أحد الموضوعين التاليينعلى المترشح أن يختار 

 الموضوع الأول

  ) نقاط 05(: التمرين الأول

)����ن� ا�����م� ا����� ا�ا����ء ا��
	�ب إ��  ��  ); , ,O i j k
� �� ��

�� ن�� .
� ا�� :( )2;1; 1A − ،( )1;2;4B − ، 

( )0; 2;3C )و − )1;1; 2D )ا��	��يو − )P  #$د�# ا��)'�رت���ف ب���2: ا��� 2 1 0x y z− + + = 

� ا4ج�بأج2 ب01$/ أو -: ا��,��ب(��  :# �� آ; ح��# م9 ا�8�0ت ا����$#,6 م5 ت

1(  ��
 .ت�$9 م	��)� Cو  A  ،Bا�
2(  �$�)ا��	� )AC  ي��	�م��0ى �� ا�( )P 

3(   2 1 0x y z− − − = )��	��ي �ه� م��د�#      )ACD 

4( t ℝ∈  ؛  
2

2 3

3 4

x t

y t

z t

=
 = − +
 = −

  �$�)ه� ت�F$; وس$,� ���	� )AC 

�,#ا��	��#  )5
)ا��	��يو Dب$9 ا� )P وي�	3  ت

2
 

6(  #,�
)ا� )2; 1;1E − �,#ه� ا��	�� ا����دي � −
� C  ��I( )P  

�  Dا���آM  اتس,/ ا�'�ة ذ )7,� و نN1 ا�
6

2
  ��
0AM :م9 ا����ء ا��� ت0�M Oه� م���I# ا� CM⋅ =

����� �����
 

  )نقاط 05(: التمرين الثاني

): ��$#ا����د�# ا�� ��ℂ م���I# ا�IPاد ا���آ�# ح;  1)  ) ( )( )2
1 2 2 1 3 5 2 3 0z i z z− − − + + + =  

     2 (A  ،B ،C وD  9م ��) ����ن�ا�����م� ا������ ا إ�� ا��	��ي ا��
	�بن ); ,O u v
� �

 �      :��I �Q ا���ت$�2ت8ح

         1 2Az i= +  ،1 3Bz i= + +  ،1 3Cz i= + 1 و  − 2Dz i= − 

AB :9 أنّبّ$) أ     CD=  و( )AD  ازي�(( )BC   

 :أنّ  قتحقّ) ب    
2

A Cz z+ ≠ 
2

B Dz z+
�$�# ا��ب��I ث�  W X�
 ABCDاس�

D 23 :9 أنّبّ$) أ )3 B

A B

iz z

z z
e

π− =
−

   

 .زاويتهنسبته و يطلب تعيين Bمركزه  بتشابه مباشر Aهي صورة  Dاستنتج أن     
   .نصف قطرهاكزها وتنتمي إلى دائرة يطلب تحديد مر Dو A،B،Cقائم وأن النقط ADBبين أن المثلث )ب    
  ABCDاستنتج إنشاء للرباعي )ج    



 

 4من  2صفحة  

  )نقاط 04(: التمرين الثالث
  

) عادلةالم نعتبر) 1    )E :2013 1962 54x y−  . عددان صحيحان yو xحيث  =

)احسب )  أ       )2013,1962PGCD 

)لمعادلة ااستنتج أن ) ب      )E  حلولاتقبل . 

)إذا كانت الثنائية  هنبين أ) ج      ),x y  حلا للمعادلة( )E فإن  : [ ]0 6x ≡  

)استنتج حلاّ خاصا ) د       )0 0,x y  074حيث 80x< )ثم حل المعادلة  > )E  

dنرمز بالرمز) 2    )حيث   yو   xلقاسم المشترك الأكبر للعددين  إلى ا     ),x y  حل للمعادلة( )E 

 ؟dما هي القيم الممكنة للعدد) أ      

671:  حيث bو  aعين قيم العددين الطبيعيين  )ب      654 18a b− )و  = ), 18PGCD a b =  
 

  )نقاط 06(: التمرين الرابع

 Ι( g  ��I #��): آ�� )�� ℝا��ا�# ا���د)# ا��� ) ( )2 1xg x x e= − −   

�ات ا��ا�#  )1   $Yادرس تg   

): 9 أنّ �����د�#بّ$ )2    ) 0xg =  ��ℝ   ح]نα  وβ   \$1ح, 2 1,1α− < < 1,8و  − 1,9β< <  

)اس�
�X إ[�رة  )3    )xg  ��Iℝ  

 Π(f  ��I #��): آ�� )�� ℝا��ا�# ا���د)# ا��� ) 1x

x
e

f x
e x

−=
−

 .( )fC #ا���� ;F��ا� �
0
  �� ا��	��ي      fا��

)����ن� ا�����م� ا����� � ا��إ�
	�ب ا�       ); ,O i j
� ��

  

   1( (�Q2 ن	ا��ا�#  #احf I  �
 −∞   �
I ∞+و 	س$�و�ّ�
� ا�
�$��$9 ه .  

��  هأنّ بين )2    $�): xم9 أج; آ; �Iد ح ) ( )
( )2x

g x
f x

e x
′ =

−
� واس�
�X ات��^  $Yا��ا�# تf �Qات�$Yث� ['; ج�ول ت.  

): 9 أنّبّ$ )3    ) 1

1
f α

α
=

−
)واس�
�X ح1�ا ����د)9   )f α   و( )f β  

)اح	2  )4    )1f   �
0
)ث� ارس� ا�� )fC  

   5(  λ   وي�	أو ) ���� أآ$�  �I1د ح

) ا���دλب��8#  اح	2 )أ       )a λ \$ح  :[ ]
 1

( ) ( ) 1  a f x dx
λ

λ = −∫      

)اح	2 ن�Q)#  )ب       )a λ  م� )`ول�
Iλ إ�� +∞  

  

  



 

 4من  3صفحة  

2 3 4

2

3

4

0 1

1

 الثاني وعالموضـ
  )نقاط 05(: التمرين الأول

) لمتعامد المتجانسالمستوي منسوب إلى المعلم ا  ); ,O u v
� �  

 A وB 2:  لاحقتاهما على الترتيب نالنقطتان اللتا 6a i= − 1و   + 2b i= − +  
1 اكتب العدد المركب )1  i+  شكل أسيعلى . 

 2( S ويل النقطي الذي يرفق بكل نقطةحالتM  لاحقتهاz  النقطةM zلاحقتها ′ 2 42 : حيث ′
i

zz e
π

= +′ 

2dحيث  dالنقطة ذات اللاحقة  D)أ    i= Dجد لاحقة النقطة ،    ماذا تستنتج؟ . Sالتحويل ب Dصورة  ′

): ن أنبي )ب    )42 
i

z z dd e
π

′ − =   S عناصر التحويلاستنتج طبيعة وو −

 3(( 3 : المستقيم ذو المعادلة ∆( 5 11x y+ = 

)النقطة  ق أنتحقّ )أ    )0 3;4M )تنتمي إلى  − )ط ثم عين نق ∆(  .التي إحداثياتها أعدادا صحيحة ∆(

0M )ب    )ن أن المستقيمين بيS .التحويلب 0Mصورة  ′ )0BM )و ′ )BA متعامدان. 

 4(x وy عددان صحيحان من المجال[ )عين مجموعة النقط .−5;5[ );M x y يث يكون من المستوي بح   

)المستقيمان   )BA و( )BM M، حيث متعامدين ′  Sبالتحويل Mهي صورة ′
 

  )نقاط 04.5( :نيثالتمرين الا

]م���# f  ��Iا��ا�# ا���د)#  [;O ):  آ�� )�� ∞+ )
22

4

x
f x

x
=

+
 .( )fC #ا���� ;F��ا� �
0
 �� ا��	��ي  fا��

)ا�����ن�  إ�� ا����� ا�����م� ��
	�با ); ,O i j
� ��

 ;'a9 �� ا�$�  .أدن�^ آ�� ه� م

  1( الدالةبي ن أنf متزايدة تماما.  

   2( ( )nU  0 :معرفة بـالالمتتالية العددية 3U ) ؛nمن أجل كل عدد طبيعيو  = )1 nnU f U+ =  
 

  ( c�yا��	��$� ا�bي م��د� ∆( x= 
)باستعمال المنحنى  )أ    )fC المستقيم و(   على حامل محور ،لمثّ ∆(
4Uو 0U ،1U  ،2U   ،3U: الحدود ،الفواصل    .دون حسابها  
)ضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية  )ب    )nU وتقاربها.   

�$��  ب�ه9 ب����اج5 أنcّ )أ )3W د�I ;م9 أج; آn0 ؛ 3nU≤ ≤   

)9 أنّ ا������$# بّ$ )ب     )nU  #1d�
  .م�

)اس�
�X أنّ  )ج     )nU #رب��  .م�
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 5112بكالوريا  تصحيح مادة الرياضيات شعبة الرياضيات

 الموضوع الأول 

 :التمرين الأول 

بما أن                  و                   لدينا ( أ (1
 

 
 

  

  
ليست في   و  و   غير مرتبطان خطيا إذن النقط          و          و منه الشعاعان  

 .استقامية

 حيث  𝛽و 𝛼حقيقين من نفس المستوي يعني أوجود عددين   و  و  و   تكون النقط                    لدينا ( ب

 أي ان                                

    𝛼   𝛽      

     𝛼  𝛽      

  𝛼  𝛽      

𝛼و منه   𝛼   نجد     من      بطرح     
 

 
 نجد ان     بالتعويض في  

   
 

 
 𝛽   و منه𝛽   

 

 
     نجد     بتعويض القيمتين في  

 

 
    

  

  
صحيحة و منه النقط من نفس        و منه   

 .المستوي 

         مما سبق نجد  (ج
 

 
          

 

 
 .على الترتيب       و    و    المرفقة بالمعاملات   و   و   مرجح النقط    و منه            

 و منه                    أن   أي  بالنسبة   نظيرة          تعيين إحداثيات (د
–   

     
      

 و منه   
    
   
   

 .          و منه   

المعادلة من الشكل                    و            و منه شعاعه الناظيمي      كتابة المعادلة الديكارتية  للمستوي المحوي للقطعة (هـ

   أي ان      القطعة و هو يشمل منتصف               
    

 
    

   

 
    

   

 
 و منه       

 .          إذن               و منه .     و منه             

 مرجح الجملة   ن  لأ                         يكافئ                                                            حيث   تعين مجموعة النقط    (5

 .     و نصف قطرها   مجموعة النقط سطح كرة مركزها       و منه                           

 .محققة            و منه                نعويض الاحداثيات في المعادلة            لدينا ( أ (3

        مربع و مساحته      الرباعي (ب
 

 
و لك الشكل            

 التوضيحي 

                   و                  لدينا ( أ(  4     

  متعامدان          و         و منه                             و

 و       من المستوي   و   و النقطتان           مرتبط خطيا مع الشعاع                     و 

عمودي على          و منه            عمودي على          و منه                              

 .فهو شعاع ناظيمي لهذا المستوي      توي شعاعين غير مرتبطان خطيا من مس

ن خطيا من اجل كل الشعاعان مرتبطا و     شعاع توجيه للمستقيم                   و                      و منه                  لدينا (ب

 .    تنتمي إلى   منه و   عدد حقيقي 

 :ثلث مساحة القاعدة في الارتفاع   حجمه هو(   للأعلى  يشبه الخيمة    تصوره برفع النقطة ) هو مخروط       المجسم  (ج

         
 

 
         

 

 
 و هو  المطلوب                                  

 .       تعيين (د

     و منه            يعني ان              
 

  
   إذن     

 

  
    او  

 

  
 و منه  
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      و         

 

  
     

 

  
    

 

  
  . 

 : لتمرين الثاني ا

 تعليم النقط( أ (1

 

 

 

 

 

 

لدينا (ب
     

     
 

      

     
  

   

 
   و منه  

     

     
  

  

 
                           و هي نسبة التشابه  و    

     

     
  

  

 
هي زاوية و نسبة .     

 .  و مركزه   إلى   التشابه الذي بحول 

   لدينا      لاحقة مركز ثقل المثلث    تعيين ( 5
        

 
 

       

 
 

     

 
  

 

 
 

 

 
 . 

   الكتابة على الشكل الجبري  ( أ(3
     

     
 

      

       
 

   

     
  

 

 

      

 
  

 

 
   . 

                            مما سبق نستنتج أن (ب
     

     
   

 

 
 .عامدان مت     و       المستقيمين  و منه  

لدينا (ج
     

     
 

   

         
 

   

     
 

         

       
                          و منه     

     

     
   

 

 
     و      و منه المستقيمين   

تنتمي   عامدان يعني ان مت     و      و لدينا مما سبق المستقيمين      في المثلث    تنتمي للارتفاع  المتعلق بالرأس   عامدان أي ان مت

 .    و منه فهي نقطة تلاقي الارتفاعات في المثلث      في المثلث   للارتفاع  المتعلق بالرأس 

             و                       لدينا  (4
 

 
 

 

 
   

 

 
 

  

 
  

 

 
         

          و منه  
 

 
 .في استقامية   و  و  مرتبطان خطيا يعني ان النقط            و             إذن الشعاعان         

   ℝ  و             حيث       هي مجموعة النقط    (أ(2

            و منه              دينا  و   ل                         حيث   ه يوجد عدد حقيقي يعني أن       

 .و منه محققة 

   هي الدائرة ذات المركز    و منه  مجموعة النقط        أي أن                  لدينا(ب

 .  و نصف القطر 

    إنشاء ( ج

    تنتمي إلى  و منه                                   لدينا  (د

 .    تنتمي إلى  و منه                                و



 

3 
 

 

 

 :التمرين الثالث 

و منه بواقي القسمة                                                        لدينا   7على    تعيين بواقي القسمة الاقليدية للعدد ( أ (1

 3تشكل متتالية دورية و دورها  7على    عدد الاقليدية لل

 .       لما  4و هو            لما  5و هو            لما    1هو :      7على      باقي قسمة و منه 

              فإن               و بما ان                   و  منه          لدينا ( ب

 إذن منه           و منه        و           و               و منه          و  لدينا 

 .لان الأس فردي              

باقي ال                             و منه                                   بالجمع نجد 

 .1المطلوب 

 .أولي  98فإن العدد          و لدينا  11و  7و  2و  3و  5عداد لا يقبل القسمة على الأ 98بما أن (أ (5

 و                     دد القواسم الطبيعية المطلوبة هو و منه ع              لدينا ( ب

 هي 

            
            
            
            

 و   

            
            
            
            

 و   

            
             
             
             

 و   

            
             
             
             

  

 . 7935و  3813و  1829و  878و  715و  323 و  179و   98و  99و  44و  55و  11و  9و  4و  5و  1هي      و منه قواسم 

  4و  5و  1هي   و قواسم           قاسم للعدد   فهو 891و  877قاسم للعددين   و منه                  نضع ( ج

 .و منه العددان اوليان فيما بينهما  1للعددين هو  كبرالأ و منه القاسم المشترك   891و  877ليسا قاسمين للعددين  4و  5

 لدينا  (3
           

         
 نضع              و    

     

     
نعوض في الجملة نجد                  حيث  

 
               

             
 ني ان وهذا يع  

            

           
 أي ان    

                   

           
 يعني ان    

 ان  أي 4هو  11على       و باقي قسمة      قاسمين لــ          و         
                و        

              و           
   

 
       

          
 .       و        منه و           بالجمع نجد   

 
         
        

 عينمرفوض لان العددين طبي         و        و منه          بالجمع نجد  

 بالتعويض نجد 
            
            

  . 

            𝛼  𝛽حيث   𝛼 و 𝛽يعني انه يوجد عددين صحيحين    أولي مع   لدينا    بيزومبرهنة ( أ (4

𝛽يعني انه يوجد عددين صحيحين    أولي مع   
 
𝛼 و  𝛼حيث    

 
  𝛽              

𝛼  𝛽   𝛼   فنجد    في     بضرب  
 
  𝛽     اي ان  

 𝛼𝛼
 
   𝛼 𝛽   𝛽 𝛼

 
  𝛽 𝛽      و منه 𝛼𝛼

 
  𝛼𝛽   𝛽 𝛼

 
   𝛽𝛽       و   و منه حسب نظرية بيزو العددين    

 .أوليان فيما بينهما 

                 و لنبرهن               نفرض ان      محققة               التحقق: البرهان بالتراجع (ب        

و منه من أجل كل                 و منه                 فحسب ما سبق فإن               و               

 .             فإن   عدد طبيعي  
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                                       استنتاج ( ج

 نجد   و منه                                                                

 فإن (   فحسب ب                و بما ان                                                          

 نجد أن ( فحسب أ                     فإن   (   فحسب ب              و بما ان                           

                                إذن                              

 :التمرين الرابع 

و منه  من اليمين  لدينا  1عند   الدالة  استمراريةدراسة (أ (1        لأن  1الدالة مستمرة عند 

و منه :   حساب ( ب موازي         1يقبل مماسا عند النقطة ذات الفاصلة      المنحنى  و منه 

 .لحامل محور التراتيب

 .حساب ( أ (5

 

                المشتقة         سة تغيرات الدالة درا(ب
 

 
           اشارتها من اشارة .             

  يكافئ ان             
 

  
 . 

  يكافئ أن              
 

  
     متزايدة على المجال   و منه  

 

  
 جال الباقي و هو و متناقصة على الم  

 

  
      . 

  جدول التغيرات 

 

 

 

 مستمرة و متناقصة  على    بما أن الدالة ( أ (3
 

  
     و تغير  إشارتها على هذا المجال و لا تغير إشارتها على المجال        

 

  
فحسب    

 .          على المجال 𝛼 تقبل حلا وحيدا       فإن المعادلة   نظرية القيم المتوسطة  

𝛼      و منه                     و                   لدينا  ( ب         . . 

 .دالة زوجية   و منه                           فإن   لدينا من أجل كل عدد حقيقي ( أ( 4

 :     المنحنى (ب
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 :المكاملة بالتجزئة (2

                   لدينا     
 

 
   

 

 
      

 

 
  

 

 
   

 

 
  

 

 
 

 

 
       

 

 
   

 

 
 

 

 
      

 

 
   

 

 
 

  و من الدالة الأصلية المطلوبة هي      
 

 
      

 

 
   

 

 
 . 

 و منه      كتابة عبارة ( أ(3

            أي ان  
 

 
             

 

 
    

 

 
      

 

 
   

 

 
 
 

 
 

𝛼     و منه   
 

 
𝛼   𝛼  

 

 
𝛼    

 

 
      

 

 
    . 

𝛼     لدينا ( ب  
 

 
𝛼   𝛼  

 

 
𝛼    

 

 
      

 

 
     و منه    

                         

 
 

     أي ان  
                              

 
 

                          

 
و لدينا  

   𝛼     يعني أن       𝛼     و منه   𝛼  
 

     و منه    
                     

     

 
  

     و منه  
                   

 
 .و هو المطلوب    

 :النهاية حساب ( ج

 

  و          𝛿لدينا ( 7
 

 
 𝛼   𝛼         تكون ( أ𝛿        يعني ان    

 

 
 𝛼   𝛼   أي أن  

 

 
 

 

 
 𝛼   𝛼   

بالقلب نجد               لدينا      حصر ( ب
 

     
 

 

 
 

 

     
𝛼      و           و منه نجد        

 .       𝛼 𝛼   𝛼         مع المتباينتين نجد بج           𝛼         و                         

          نجد          في     بضرب و 
 

 
 𝛼   𝛼             بالجذر نجد         

 

 
 𝛼   𝛼           

بالضرب في 
 

 
 .و  هو المطلوب                        نجد  
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 الموضوع الثاني

 : تمرين الأولال

 الحد العام للمتتالية العددية المعرفة بــ  (1
    

     
 

 
    

       (  أ   هو   
 

 
 

 

   

        و                  لأن 
 

 
 

   

   
 

 
    

 

 
 

 

      
 

 
 .محققة      

هي دائرة     ذات اللاحقة    مجموعة النقط           و منه                يعني ان                لدينا  (5

–مركزها ذو اللاحقة   . صحيحة( بإذن  3و نصف قطرها     

 و لدينا                       أي ان             يعني أن  11يقبل القسمة على       لدينا  (3

 نجد    و منه بالضرب في                  و منه            و           و            

 . صحيحة( أإذن   11مضاعف للعدد         أي ان                

 لدينا  (4

    
 

 
   

      
 

 
 

          

يكافئ   

 
 
 

 
     

 

 
   

 

 
  

       
 

 
 

         
 

 
  

 افئ و هذا يك  
    

 

 
𝛼

    𝛼
      𝛼

و التمثيل الوسيطي لمستقيم الذي شعاع   

         توجيهه 
 

 
          مرتبط خطيا مع  و        

 

 
 
 

 
 . صحيحة( بو منه           و يمر من النقطة      

 :التمرين الثاني 

 نحسب المميز                حل المعادلة  (1

                
 

 و منه                                      

          ان  أي
 

           
 

 و                  المعادلة تقبل حلين هما    

                    . 

لدينا                       ( أ (5
  

  
 

  

  
 

     

     
 

      
 
       

 
               

      
 
        

  
         

 
 

 
  

  
  

  

 
  

 

 
 و منه   

  

  
     

  

 
 

 

  
 

 
 

 

 و    
      

  
 

       
 
 

   

θحيث       
  

  
   و منه      

  

 
و منه   

  

  
  

 
  

 
 

  . 

      :    تعيين عمدة (ب       
  

  
    و                                                

  

  
   

  

 
 

           و منه 
  

 
        إذن       

  

  
  . 

    استنتاج القيمتين المضبوطين لكل من ( ج      
  

  
       و    

  

  
   

             
 

       
 

 و منه         
    

  

  
  

    

   
 

     

 

    
  

  
  

    

   
 

     

 

  . 
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 لدينا          المعادلة   ℤحل في ( أ (3
       

           
أوليان فيما بينهما  5و  7بما ان               بالطرح نجد   

 و منه       قاسم لـ   5و       قاسم لــ  7حسب نظرية غوس 
      
      

        ℤ   و منه 
      
      

        ℤ   خلول

 .المعادلة 

او    قاسم لــ 15اوليان فيما بينهما فإن  15و  7و بما ان             أي ان           يكافئ           لدينا (  ب

 . 15مضعف للعدد   بمعنى أخر 

 نجد ان (  3من السؤال          و منه                بالتعويض في المعادلة نجد            ℤ      لدينا مما سبق( ج

 
       
      

        ℤ    و  منه 
           

      
        ℤ   أي ان 

         
           

        ℤ  الحلول. 

      لدينا  (د     
             

  
 عدد صحيح  أي ان   𝛼و  𝛼    عددا حقيقيا سالبا يعني ان عمدته هي من الشكل         و   

  
  

  
      𝛼  بالضرب في

  

 
𝛼     أي ان  𝛼        نجد        حلول للمعادلة  𝛼    و منه     

 . .       و              إذن مما سبق نجد ان           

 : التمرين الثالث 

 و منه تمثيله الوسيطي             و يشمل                     شعاع توجيهه هو     لدينا  (1
     
      
       

 تمثيله الوسيطي هو       و   

 
       
        
         

 نساوي بينهما نجد      
         

         
          

 أي ان   
              

                   
                 

             و منه   

محققة و منه نقطة           نجد      و بتعويض القيمتين في      نجد     بالتعويض في      و منه       أي ان 

 .         التقاطع 

غير مرتبطان خطيا لان          و          بما ان                     شعاع توجيهه هو     و                  مستقيم شعاع توجيهه     لدينا  (5
 

  
 

 

 
 

  تمثيله الوسيطي         و. غير متوازيان     و     و منه 
     
      
       

 تمثيله الوسيطي هو      و   
      𝛼
      𝛼  
      𝛼   

 بينهما نجد  ةبالمساوا  

 
         
          
           

 و منه    
        𝛼      

       𝛼         
     𝛼           

𝛼     و منه         𝛼 ان  أي  𝛼 𝛼و منه      
 

  
بالتعويض في  

      و منه     
  

  
  

  

  
  نجد     بتعويض القيمتين في  

  

  
     

 

  
ان  أي 

  

  
 

 

  
و     غير صحيحة و منه المستقيمان  

 .ليسا من نفس المستوي      

تمثيله الوسيطي      و                     شعاع توجيهه هو     و.      و     الذي يشمل المستقيمين     للميتوي  التمثيل الوسيطي (أ (3

 وهو  
       
        
         

 هو        و منه التمثيل الوسيطي لــ             يشمل    المستوي    
        

          
        

   

 .عددان حقيقيان   و    حيث  

 هو    لدينا التمثيل الوسيطي للمستوي  ( ب         
        

          
        

  و منه   
            
           
          

           بالجمع نجد   

 .            هي       و منه المعادلة الديكارتية للمستوي 
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لمسقط العمودي هي ا  و منه      و     لأنها نقطة تقاطع  نقطة من المستوي  و     هو شعاع ناظيمي للمستوي                   لدينا ( ح

 .    على المستوي   لــ 

نقطة من          و      نقطة من                    و     نقطة من  𝛼     𝛼     𝛼      (أ( 4

 في المعادلة الديكارتية للمستوي نجد   نعويض إحداثيات     والمستقيم     هي نقطة تقاطع المستوي   ي استقامية  يعني أن ف   و     و      تكون     

      𝛼        𝛼        𝛼        و منه  𝛼 𝛼و منه      و                  و           و منه    

                        و منه      و منه          مرتبطان خطيا يعني ان                          

 .             و منه 

 احداثياتها      و منه منتصف          و              مما سبق لدينا (  ب         
   

 
 
   

 
 
   

 
و هو   و هي احداثيات         ان  أي  

 .المطلوب 

مركز ثقل   و منه                       مرجح الجملة المثقلة   و منه      منتصف   و                 مرجح الجملة المثقلة   ( 2    

  المسقط العمودي لــ   و     هو المثلث     على    و منه مسقط العمودي للمثلث   هي     على المستوي   و مسقط النقطة      المثلث 

 .                      مرجح الجملة   و منه     مركز ثقل المثلث   إذن     على المستوي 

  منه  و(ب
     

 
 
     

 
 
     

 
  ان  أي  

 

 
  

 

 
    

 

 
 . 

 : التمرين الرابع 

 اليسار   من  1عند   دراسة استمرارية  (1

 .1و منه الدالة مستمرة على يسار 

حساب النهاية  بوضع  (5
 

 
   يؤول إلى   بقيم أصغر  فإن  1يؤول إلى   نجد انه لما     

 

 

 .موازي لحامل محور الفواصل  1يقبل مماسا عند النقطة ذات الفاصلة      المنحنى  و منه 

 (أ (3

 

       المشتقة        دراسة تغيرات الدالة (ب  
 

  
   

  
  

 

  
 

 
         

  
 لأن        و هي موجبة على المجال   

   أيو الباقي موجب  موجب لان مميزها موجب         
 و  

 

 .على  المجال السابق و منه الدالة متزايدة على هذا المجال  

 جدول تغيراتها  

 

 

 

بوضع  بوضع )أ (4
 

 
 بقيم أصغر   0يؤول إلى   فإن    يؤول إلى   نجد انه لما     
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 لأن 

 

 

 .   جهة       مقارب مائل للمنحنى     م ذو المعادلةمما سبق نستنتج أن المستقي( ب

 حساب النهاية ( أ( 5

 

             المشتقة  دراسة تغيرات الدالة ( ب
             

   

  
 
 
         

  
   

 
      

   
 
 
           

 
       

   
 
 
 

   

 .متناقصة على هذا المجال   و منه الدالة         و هي سالبة على المجال 

 جدول تغيراتها  

 

 

 

 

و منه        فإن         و منه من أجل كل عدد حقيقي من  حاد من الأعلى لــ  1نستنتج ان   من جدول تغيرات الدالة (أ(3
    

 
   

 .سالب و هو المطلوب   لان        إذن  

        على المجال      يقع فوق  المستقيم      مما سبق نجد ان (ب

 رسم المنحنى   (ج

     :   تبين أنه من أجل كل عدد طبيعي (أ(7

 محققة      ان  أي     لدينا     من أجل 

         و لنبرهن ان     نفرض ان 

            ان  أي            لدينا 
 

     

 سالب و        فإن      بما ان 
 

 سالبة     موجب و منه    

     فإن   محققة و منه من أجل كل عدد طبيعي        أن  أي

 .متزايدة      و منه المتتالية         أن  أي         و منه        لدالة لدينا مما سبق  في دراسة ا( ب

 .           لولأا فصنملا و      ىنحنملا عطاقت ةطقن ةلصاف وحن ن الأعلى و متزايدة فهي متقاربة محدود م     المتتالية (ج

        : باسح( أ(9
 

    
  

  
  

 

             هنم و      
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   ن ا نيعي         (ب
 

 
  

 

ن ا أي    
    

 
 وذ      م قيستملا عم      عطاقت طاقن لاصوفي ه اهللوح             نا أي    

     ة دلعامال

 . لولح هال سيل           ةلادمعلا نذإ ناعطقاتي لا       و       نإف    ا مل

  ا ديحو لاح لبقت          ةلداعملا هنم و ةديحو ةطقن يف ناعطقاتي       و       نإف     مال

 

 

 

 .تسارنمت - دمحأ ليلاوج : ذاتسلأا – ءازعلأا يئانبأ حاجنلا و قيفوتلاب انتهى

 http://ahmedaisam.at.ua/ 



 

الشعبيةالجمهورية الجزائرية الديمقراطية   
 متحانات والمسابقاتلاالديوان الوطني ل                            وزارة التربية الوطنية                         

 2016دورة:                                                               امتحان بكالوريا التعليم الثانوي    
رياضياتالشعبة :  

 د 34سا و  44المدة:                                                               رياضياتالاختبار في مادة: 

 5من  1 صفحة

 :على المترشح أن يختار أحد الموضوعين التاليين
 لالموضوع الأو  

 (.5من  0إلى الصفحة  5من  1صفحات )من الصفحة  30يحتوي الموضوع الأول على 
 

04,) :لالتمرين الأو    نقطة ( 5
 

الفضاء منسوب إلى المعمم المتعامد و المتجانس  ; , ,O i j k. 
نعتبر النقط 1;1;0A  ، 2; 1;1B  ، 1;0;1C   ،1 1

;2;
2 2

  
 

D  ، 0;1;1E  ،5 7 1
; ;

4 4 2
  
 

H  

و المستوي  P   ف بالتمثيل الوسيطي: المعر
1
2
1 2

x
y
z

 

 

  
 
   

 ،  و .وسيطان حقيقيان 

      ن مستويا.                                                                           عي  ت   Cو  A،Bالنقط  ن أن  بي   )أ (1
الشعاع  ق أن  تحق   )ب    1;3;5n  ناظمي لممستوي ABC  ديكارتية لو. ةمعادل كتباثم 

اكتب معادلة ديكارتية لممستوي  )أ( 2     ن أن المستويين ثم بي ABC و   تقاطعان. م 
نسمي  )ب      مستقيم تقاطع المستويين ABC  و .  
تنتمي إلى المستقيم  Dالنقطة  ق أن  تحق   -           و أن 3;1;0u   شعاع توجيو لممستقيم                   . 

كتب تمثيلا وسيطيا لممستقيم ا )ـج                                                                                         .
عمى المستقيم Aىي المسقط العمودي لمنقطة  H النقطة ن  أ نبي   )د  ثم استنتج المسافة بينA  و . 

3 )G مرجح الجممة المثقمة :      ,2 ; , 3 ; ,2A B C. 
نسمي    مجموعة النقطM   11ق:  حق  من الفضاء التي تEM GM    . 

 . Gن إحداثيات النقطة عي   )أ   
اكتب معادلة ديكارتية لممجموعة  )ب      او نصف قطرى  ايا سطح كرة يطمب تعيين مركزىن  أن ثم بي . 

 مستويلم حد د الوضعية النسبية )ـج   ABC  المجموعةو . 
04,) :التمرين الثاني  نقطة( 5

  nu 0لىا الأو  حد   ،تماما، حدودىا موجبة متتالية ىندسية متزايدة تماماu و أساسياq :حيث   

 
1 2

4 3
1 2

ln ln 11

1

u u

u u e e

 


  

 

 . q ثم استنتج قيمة الأساس 2uو  1uاحسب  (1
4 نضع:  ( 2

1u e 3 وq e  .  
 .                                                                                      n بدلالة nu ر عنعب   )أ    
 نضع : )ب          0 1 2ln ln ln ... lnn nS u u u u      .حسب اnS بدلالة n. 

57صفحة  292  من  4

بالجزائر

الرياضيات 






 

 5من  2 صفحة

3na:ضع ن nمن أجل كل عدد طبيعي ( 3 n .                                   
:  ن أن  بي   )أ       2 , ,14n n nPGCD S a PGCD a    . 

 لـ:القيم الممكنة   نعي   )ب     2 ,n nPGCD S a .                             
 التي من أجميا : nن قيم الأعداد الطبيعية عي   )ـج     2 , 7n nPGCD S a .   

 .7 عمى 2nباقي القسمة الإقميدية لمعدد  nالطبيعي  ادرس تبعا لقيم العدد( 4
20163   نضع:( 5 2 1437 1n n nb na S     . 

  جميا يكون :أالتي من  nن قيم العدد الطبيعي عي       
 

0 7

0 5

nb

n

 



. 

 العدد،  nعدد طبيعي كل جل أو من ن  أن ي  ب( 6 9 1 12 1
1437 3 4 52

n n 
    7يقبل القسمة عمى. 

04,) :التمرين الثالث  نقطة( 5
2المعادلة :   حل في مجموعة الأعداد المركبة  )أ (1 4 5 0z z   . 
:الآتية zذات المجيول المركب  استنتج حمول المعادلة )ب       

2

1 1 3 4 1 4 1 3 0z i z i       .  
2 )  0:  حيثعدد حقيقي

2


    0وz و  1 عدد مركب طويمتو . عمدة لو     

1اكتب العدد المركب   )أ     3i  شكل الأسي.العمى 

 :عمما أن    نعي   )ب    0
2

0

1 3
2

iz i
e

z


  .     (

0z ىو مرافق العدد المركب 
0z (. 

بكتب العدد المركا ،المتحصل عمييا جل قيمة أمن  .عدد طبيعي n )ـج    0 1 3

2

n

z i 
 
 
 

 شكل المثمثي.العمى  

التي من أجميا يكون nقيم العدد الطبيعي ن عي  د(      0 1 3

2

n

z i 
 
 
 

 .تماما عددا حقيقيا موجبا

المستوي المركب منسوب إلى المعمم المتعامد و المتجانس ( 3 ; ,O u v نعتبر النقط  .A،B و C  التي لاحقاتيا 
2Azحيث:      Cz و Az ،Bzعمى الترتيب:  i       ،2Bz i   1   و 3Cz i   . 

مرجح الجممة المثقمة  D لاحقة النقطة Dz نعي   )أ          ,1 ; , 1 ; ,1A B C                   . 
  .متوازي أضلاع ABCDالرباعي  أن  استنتج  )ب   

حيث:    Ez ةلاحقذات الالنقطة من المستوي المركب  E جـ(   
   rg rg

2

2

E A E B

E A

E B

a z z a z z

z z

z z


   


 




  .  

14 : ن أن  بي   -       3

5 5Ez i  . 
 زة.بتشابو مباشر يطمب تعيين عناصره الممي   B النقطة ىي صورة A النقطة ن أن  بي   -      

4 )M نقطة من المستوي المركب لاحقتيا z   النقطة ،I المستقيمة منتصف القطعة  AB   . 
 .  Iلاحقة النقطة  Izعي ن  )أ    
، نسمي عدد حقيقي  )ب      مجموعة النقطM  ق:حق  ت   التيمن المستوي المركب 

i
Iz z e  . 

تنتمي إلى المجموعة Eالنقطة  أن   قتحق    -        . 
ن طبيعة المجموعة عي   -         رزة عندما يتغي  عناصرىا الممي   و في  .  
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 5من  3 صفحة

 
06,) :التمرين الرابع  نقطة( 5

(I  g فة عمى المجال ر  الدالة العددية المع 0; ـــبـ :  21 2lng x x x                                          .
 .g ر الدالةادرس اتجاه تغي   (1
 المعادلة ن أن  بي   (2  0g x   في المجالتقبل 0,52 ;  .وحيدا  لا  ح 0,53
استنتج إشارة  (3 g x  عمى المجال 0;. 

(II f   فة عمى المجال الدالة العددية المعر 0; ـ : ـــب 
3 2ln x

f x x
x


                                          . 

  fC في المستوي المنسوب إلى المعمم المتعامد و المتجانس  البياني تمثيميا ; ,O i j . 
احسب   (1 

0
lim


x

f x  و lim
x

f x  . 

من المجال xعدد حقيقي و من أجل كل ن أن  بي   )أ (2 0; : 
 
2

'



g x

f x
x

. 

 .fرات الدالة ل جدول تغي  شك   )ب   
: ق أن  تحق   )جـ    

1
2 

 

  
 

f   ن حصرا لو.ثم عي 

حسب ا )أ (3 lim


  x
f x x   ر النتيجة ىندسيا.ثم فس 

ادرس وضعية  )ب    fC  بالنسبة إلى مستقيمو المقارب المائل . 
 ن أن  بي   )ـج    fC  يقبل مماسا T وازيي   .يطمب كتابة معادلة ديكارتية لو 

 أن   نقبل (4 fC 0يما يمل محور الفواصل في نقطتين فاصمتيقطع حاx  1وx :حيث     
  00,22 0,23x    12,11و 2,13x            
 أنشئ  T ،   و fC. 

5) m ناقش بيانيا و حسب قيم  . وسيط حقيقيm ، : 3عدد حمول المعادلة 2ln 0x mx   . 
(III من أجل كل عدد طبيعي n : نضع   

1n

n

e

n
e

u f x x dx


    . 
n: 0nuجل كل عدد طبيعي أو من أن   بي ن (1  . 
 .  0uتفسيرا ىندسيا لمعدد  أعط( 2
 .nبدلالة  nuاحسب ( 3
0نضع:( 4 1 2 ...n nS u u u u      .حسب  اnS  بدلالةn. 
 

 

 

 

 

 

         انتهى الموضوع الأول               
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 5من  4 صفحة

 الموضوع الثاني
 (.5من  5والصفحة  5من  4يحتوي الموضوع الثاني على صفحتين )الصفحة 

 (نقاط 05) :لالتمرين الأو  

الفضاء منسوب إلى المعمم المتعامد والمتجانس (1 ; , ,O i j k، نعتبر النقط A، B، C و D :حيث 
     1;0;3A، 1;2;4B،  0;0;2C و  3;4;1D . 
 حتى يكون الشعاع و عي ن العددين الحقيقيين  (أ     2; ;n    ناظميا لممستوي ABC. 
جد معادلة ديكارتية لممستوي  ب(    ABC. 

2 )2z x   2و 2 4y z x    معادلتان ديكارتيتان لممستويين P  و Q .عمى الترتيب 
بي ن أن  المستويين  (أ     P و Q متعامدان. 

أعط تمثيلا وسيطيا لممستقيم  (ب      تقاطع المستويين P  و Q. 
و المستقيم  Dاحسب المسافة بين النقطة  ج(     .  

3 ) S امركزى يتسطح الكرة  ال D لممستوي  مماس و Q . 
اكتب معادلة ديكارتية لسطح الكرة  أ(      S.  
زة لتقاطع الطبيعة والعناصر الممي   جد (ب    P  و S.  
4 ) عدد حقيقي ،G  2 :حيثنقطة من الفضاء 0G A G B e G C

    . (e .)يرمز إلى أساس الموغاريتم النبيري 
عي ن أ(       مجموعة النقطM   قحق  من الفضاء التي ت:  1 2 2 2e MA MB MC MA MB eMC      
مرجح الجممة  H( ب       ,2 ; B, 1A .  اكتبCG  بدلالةCH. 

 .    المجموعة في  يتغي را لم   Gعي ن مجموعة النقط ج(     
منتصف القطعة Gمن أجميا تكون التي جد قيمة  د(     CH .  

 ط(انق 04) :التمرين الثاني
(I 1 حل  في مجموعة الأعداد المركبة ) :2 المعادلة 2 2 0z z  . 

1  :حيث 2zو  1z( جد العددين المركبين 2 2

1 2

2 3 5 2

3 2 2

z z i

z z i

  


  
. 

(II  منسوب إلى المعمم المتعامد والمتجانسالمستوي المركب ; ,O u v.  النقطA ،B ،C، D وH  عمى  حقاتيالا

2Az : الترتيب i  ،2Bz i   ،1Cz i  ، 1Dz i   وC B
H

E B

z z
z

z z





 التي النقطة E حيث 

2DE: ق قت ح DO. 
 .BECعمى الشكل الأسي و استنتج نوع المثمث  Hz( اكتب 1
2 )S تحويل نقطي في المستوي يرفق بكل نقطةM  لاحقتياz النقطة M  لاحقتيا z :حيث A Bz z z z   . 

 زة ؟ىي عناصره الممي   ما ؟ و Sما ىي طبيعة التحويل  (أ   
 احسب مساحة الدائرة (ب    التي مركزىا C و نصف قطرىا CD. 

عي ن  (ج       صورة   بالتحويلS استنتج مساحتيا. و 
( عي ن3   مجموعة النقطM ( من المستويM  تختمف عنB وCذات اللاحقات ) z التي يكون من أجميا 

Bد العد

C

z z

z z




 حقيقيا سالبا تماما.   
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 5من  5 صفحة

 ط(انق 04) :التمرين الثالث
 .11 عمى 7nو 3n،  بواقي القسمة الإقميدية لكل من العددينnأ( ادرس حسب قيم العدد الطبيعي ( 1

5 العدد ، nمن أجل كل عدد طبيعي  وب( برىن أن       4 10 42 2016 1437n n   11 مضاعف لمعدد. 
)نعتبر المعادلة  (2 )E  ذات المجيول ;x y     :7 3 8x y   حيث ،x   وy .عددان طبيعيان 

)أ( حل   المعادلة     )E. 
 ةالثنائيحيث  yو xالقاسم المشترك الأكبر لمعددين  d( ب   ;x y ممعادلةل لاح ( )E . 
 ؟ dما ىي القيم الممكنة لمعدد  -      
عي ن الثنائيات  -       ;x y  حمول المعادلة( )E  4من أجلd .   
الثنائيات  جـ( جد    ;x y حمول المعادلة( )E  :التي تحقق 7 32016 1437 0 11x y . 

 

 ط(انق 07) :التمرين الرابع
(I     كما يمي:   فة عمى الدالة العددية المعر   2 1

1 1  
   

xx x x e. 
احسب (أ( 1 lim

x
x


و   lim

x
x


  . 

 راتيا .ل جدول تغي  ثم شك    ادرس اتجاه تغير الدالة  ب(   
 لمعادلةا ( بي ن أن  2   0 x  حلا   ، تقبل في   2,79: ق أن  ثم تحق   1يختمف عن 2,80 . 
( استنتج إشارة 3   x عمى  . 

(II f و g كما يمي فتان عمى المعر   الدالتان العدديتان:     12 1    xf x x e  و  2

2 1

1




 

x
g x

x x
. 

 fC و gC  تمثيلاىما البيانيان في المستوي المنسوب إلى المعمم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 
احسبأ(  (1 lim

x
f x


و   lim

x
f x  . 

  راتيا .ل جدول تغي  ثم شك    fر الدالةادرس اتجاه تغي   ب(   
لممنحنيين  بي ن أن   (2 fC  و gC ا مماسا مشترك T   جد معادلة لو. ثم 1في النقطة ذات الفاصمة 
ارسم المماس (3 T  و المنحنى fC. 

x،من أجل كل عدد حقيقي و أن   بي ن( أ( 4 
2

2 1 ( )
( ) ( )

1


 

 

x x
f x g x

x x
. 

) الفرق درس إشارةاب(     ) ( )f x g x الوضع النسبي لممنحنيين  ثم استنتج عمى fC  و gC. 
)  : xبدلالة العدد الحقيقي احسب ،  باستعمال مكاممة بالتجزئة (ج    )

x

f t dt1 . 
د بالمنحنيينز المستوي المحد  احسب مساحة الحي  د(     fC و gC يماين معادلتذي  مو المستقيمين ال: 

         1x  2وx.  
(III1 احسب )( )f x ، 3

( )f x و  4
( )f xأعط تخمينا لعبارة . ( )( )nf x  حيثn .عدد طبيعي غير معدوم 

         ( ( )nf الدالة المشتقة من المرتبةn   لمدالةf .) 
n ،من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  وبالتراجع أن   برىن (2       ( ) 1( ) ( 1) 2 (2 1)n n xf x x n e    . 

      3)  nu   فة من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم المتتالية العددية المعرn ،   :كما يمي( )(1) n
nu f. 

1k :  ،  المجموع kبدلالة العدد الطبيعي غير المعدوم  احسب (أ          ku u. 
1 :  ، المجموع n بدلالة استنتج (ب         2 2...   nu u u . 

 انتهى الموضوع الثاني
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..................................................................................................  
): ن04,5اৡ৒঴࢓௧ோ اଘଐول :(    B 2; 1;1 ;A 1;1;0 

   1 1D ; 2 ; ;C 1;0 ; 12 2
  

   5 7 1H ; ; ; E 0 ; 1; 14 4 2


 

    2
x 1

P : y 2 : ;
z 1 2

 
  

 

  
   
    

 

1 ߢࣇ ت أنّ اࡦީ ୊ܸงإC ; B ; A  ࡴࢽެࣝݶܸ ێ ໝແރݕ  

   AC 2 ; 1; 1 ; AB 1; 2 ; 1  
 

 

 ೕܸೀ انّ :
1 2
2 1


 

نّ :   ABߖܷ


ACو 


  ໝແ࣍ ୊ค୶୧ ౭ౄၦ

።ፎܸ ࡦެܸ ޟܸ࣍ وݽ ߢࣇ ߽ Cاࡦީ ; B ; A   ݶܸ ێ   ރݕໝແ ࡴࢽࣝެ
   n 1;3;5


ࡷࣉޟܸ ൛ᒎᐺࢽެࣝي ܸ ހܸ ၫܸࢵݕ  ABC 

nإذاا ᇱᆚن :  AB
 

nو   AC
 

 

 n AB 1 1 3 2 5 1 6 6 0        
 


   n AC 1 2 3 1 5 1 5 5 0         
 


وࡴࠟީ  n 1;3;5


ي  ࣉࡷޟܸ ൛ᒎᐺࢽࣝެ  ࢵݕၫܸܸ ހܸ ABC  

 ࢽެࣝي൛ᒎᐺ ࠣୃคرᇱᇊدݶ ቼቮܸݽࠣ ࡴݕܸد૸ૐ ABC  ێ  

 ABC :x 3y 5 z d 0    

 A ABC 4 d 0 d 4      

 وࡴࠟީ :  ABC :x 3y 5 z 4 0    

2(    ୃࠣคرᇱᇊدݶ ቼቮݽܸࠣ ࡴݕܸد ૸ૐ ࢽެࣝي൛ᒎᐺ P  
ᚺࡦ ࣬ ࢲޟ࣍ ޟޯࡠ اࡦࣝ ৡ৒঴ݜ ࡴࡹ اධක൴ P ݎࡹ ;   ཬཏاࡦ

: ቼቴଵ଩ଠߢࢄ ا༥စ  x 1
....

2 y
 



  

  
߁ :    ߖႂީ

   ; 2 y ; x y 3       

ࡦܸޯࠣ ࠣ ።ጼ ا଍ଉݕدቼቮܸ اࡦޯ ෴ୃܸީޯ ߀ࠤه اࡦ  ࢘ ݶ ࣍࣬ ୐෾ݕࣝ ࢲࣝޟ ࡦᑀᐺ ᚻࡷެޟޯࡠ اࡦ P ߁༩ဂ: 

z x 3y 6    : ࠟ     وࡴީ P :x 3y z 6 0     

  ّت أن ୊ܸงإ ABC و P  ܸݕ࣊ن ।् إ୊ܸงت أنّ ࡴߢܸެ  : ݶࡐ
ໝແࡷࣉޟ ࢵݕݎᐮᐒܸࡷܸ اࡦީܸ n 1;3;5


و   Pn 1;3;1


   ౭ౄၦ

ޟܸ࣍ ێೕೀܸ أنّ   ߽ໝແ࣍ ୊ค୶୧  :51
1 1 ܸ࣍ޟ  ߽ໝແ࣍ ୊ค୶୧ ౭ౄၦܸࡷᐮّᏳܷߖ ።ፎܸ ࡦެܸ وݽ

 ABC و P  ( বঐݕࠦࡷܸ ࡴࢽެߢ ݕܸن  ( وރߢܸ࣊  ࡴެߢܸ࣊
     P ABC   
  :ّࠏߢࢄ ࡴࡹ أن ᑀެᐺ  D   ّࠏߢࢄ ࡴࡹ أن    :ݶࡐ।् اࡦެ

 D P   و D ABC   

D D D
1 1x 3y z 6 6 6 02 2        

D D D
51x 3y 5 z 4 6 4 02 2        

وࡴࠟީ  D P و D ABC   : إذن D  
  ّت أن ୊ܸงଔଐ u 3 ;1;0


  ᚺࠂޟࠟ ࡦ ࢵݕܸع ރࣝ  

ت أنّ :  ୊ܸงإ ।्ݶࡐu n
 

Puو   n
 

  : ୍ܸ෷ኃቮ   

u n 3 1 1 3 0 5 0       
 
 

Pu n 3 1 1 3 0 1 0      
 
 

وࡴࠟީ :  u 3 ;1;0


  ᚺࠂޟࠟ ࡦ ࢵݕܸع ރࣝ  
 ࠣ࣍ߢ uو ఱఐDࡷࡠ اࡦީ


ቸቮ ࠟࠂޟ  : إذن ࢵݕܸع ރࣝ

 

1x 3t2
: y 2 t : t

1z 2



  

   


 

ᚺࡦ ࣬ ޟޯࡠ وࢲޟ࣍ ೕೆ   

 ّت أن୊ܸงଔଐH دࣝي A સૄၫࡦ።ፒ ᚺ ا଍ଉࢽߢࣇ اࡦݕࡷ   
ت أنّ : ୊ܸงإ ।्ݶࡐ  H    وAH u

 
 

: କଐأو 

H

H

H

11 tx 3t 42
1y 2 t t 4

1z 1t2 4

            
 

     

 

ࢲޟࣇ रूوၱ߁ހܸ ߕޟࡷࠣ و߾ޟ߁ة ࡦ ୍ܸกأ ೕܸೀt  ّن ߖܷ H  
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 : ܸୃ กܸ   ކ   31 1u 3 ; 1;0 ; AH ; ;4 4 2


 
  

 3 3 1u AH 0 04 4 2
     

 
 

AHوࡴࠟީ :  u
 

ߢ࣍ࠣ    ።ፒ ا଍ଉࢽߢࣇ Hإذن اࡦީ

ߢ࣍ࠣ  اࡦݕࡷࣝدي ᑀީᐺAસૄၫ  ێ  

ެܸج ا଍ଉࢽܸߖࠣ   ჱީإࢲ  d A ;   ࠣࢽܸߖ଍ଉا ໝແݽA و   

   14d A ; AH 4   

3(  G : ቼቴଵ଩ଠا ၏ᅟ୶୧

      A; 2 ; B; 3 ; C ; 2 
 اࡦߢީࣇ ࠣ ၫࣝ ዖಠಚMܸࡴࡹ اࡦߣࢢء :  EM GM 11... 

 
  

  ୃܸتง߁اၭإ ໝແރݕޟG : ߁༩ဂ  G 6 ; 5 ; 1  

 ࠣୃคرᇱᇊدݶ ቼቮܸࡴݕد ࠣ ࡦ૸ૐᚺݽܸ :୍ܸ෷ኃቮ  M x;y;z        

 وࡴࠟީ :  

   2 2 2x y z 6x 6 y 7 0...         
  ᚻࡦ ୃࠣคرᇱᇊدݶ ቼቮࡴݕܸد ።ፒو    
  ّت أن ୊ܸงإ  ܸࠤ ྯႨܸ ࣍࡬ݧ ރݕޟໝແ ݎީ ߭ ೥ةഀ ݶ  ێ ።ፒ ࢲ࣍

    2 2 2x 6 x y 6 y z 7      

   2 2 2x 3 9 y 3 9 z 7        

وࡴࠟީ :       2 2 2: x 3 y 3 z 25      
 إذن :   ഀة೥ ߭ ܸ  ።ፒ ࢲ࣍ ೾೥୶୧ࠤ 3 ; 3 ;0  

 ܸ r  .وހࢤߋ ߕ࣍࢓ࠤ 5 
   ࢽެࣝي଍ଉا ໝແݽ ࠣ ࠣ اࡦხࢽძޟ ݕޟ ༥စ߁਑৯ اࡦ࢝ࣝ ABC  و   

ೕܸೀ  انّ :    2d ; ABC r
35

    : ّن   ߖܷ

ي   ا଍ଉࢽࣝެ ABC ݇࣍ݶߢ   ة ێफࣿ  ።ጼ دا
࢓وح)   ଍࣍ଉا࣐ل ا ݽࠣ ߾ࢽݧ اࡦࢽ रू࣍ फࣿة ౭ౄၦ ࡴ Ⴈܸީྯ اኃቮا  (ݎ

 ௧ோ࢓ৡ৒঴ا  ።ጒܸ   ):ن04,5:( اࡦޯ nu  ܸࡴ ೕܸೆ ᚺ  ࡴࣝࠂࠣަ    م ێ ࠤ

ܸࠤ اଘଐول   ێܸ  ၭ߁ ࡴ ೕܸೆ ܸ  0u وࡴ౫౑ا਑৯ة  ᐰ႐ܸو أࢲ q: ߾ޟݜ  

   
1 2

1 2
4 3

lnu lnu 11
...

u u 1e e 
 

   
 

1(  1 ߾ࢽܸبu   2وu 

 
 

 
1 2

4 3
1 2

ln u u 11

u u 1e e
   

  
 

   
4 3

1 2

11
1 2

u u 1
.....

u u

e e

e


    
  

 

1u 2وu : ቼቮݕܸد଍ଉا ૊ّસၭ ዖܸዔ

   2 4 3 11x 1 x 0..... 1e e e     

 22 8 3 11b 4 ac 1 4e e e      

   28 3 3 8 6 31 4 2 1e e e e e e 
      

 
 

وࡴࠟީ :     228 3 4 31 1e e e e        

نّ ൛ᒎᐺݕܸدೕܸೀ0  ቼቮ أنّ  ߖܷ 1 : ዖܸዔ ௧ோऩं  ၭ࡬ໝແ ࡴެࡷܸ

   4 3 4 31 1 7bx 22a
e e e e

e       

   4 3 4 31 1 4bx 22a
e e e e

e        
ቼቴଵ଩ଠل ا रूၭ ީࠟوࡴ  ୃܸت෴ܸ ީޯ ።ፒ  اࡦ 1 2u ;u  : 

      4 7 7 4
1 2u ;u ; ; ;e e e e 

  ೕܸೀانّ و nu ّܷࡴܸܸ ߖنೕೆ ة਑৯ا౫౑ࡴ :    4 7
1 2u ;u ;e e  

 ߾ࢽܸبq  :2

1

3uq u e  

ޟࠣ࢝ : )2 4اࡦߣ࢓
1u e   3 وq e 

  ܸࠣݽ ૸ૐnuቼቮକଐ਑৶n:n 1 4 3n 3
n 1u u q e e      

وࡴࠟީ :  3 n 1
nu ....e   

   n 0 1 2 nS lnu lnu lnu ..... lnu     
ب : ߾ࢽܸب रू࣍ ଍ଉاnS  ቼቮକଐ਑৶n  

nS ع ዖࣝಠಚ ࣝࠤ n 1 ࠣ߁دݶၫ ࠣࡦܸޟ ެެ ଍ଉ ߁اၭ  : ୍ܸ෷ኃቮو  
 

بالجزائر
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   nlnu 3n 1     
ࡦܸޟࠣ  وࡴࠟީ  ެެ ଍ଉا nv  :n nv lnu 3n 1   

 ᐰܸ႐ܸأࢲ ࠣ ෾ୃܸ߾ࢽ ࠣ ࡦܸޟ ።ፒr ࡴެެ 3 ولଘଐا ܸ 0v : وၭ߁ࠤ 1  

n 0 1 2 nS v v v ..... v     

   0 n
n 1 n 1v v 1 3n 12 2
      

: ࠟ  وࡴީ  
n

n 1 3n 2
S 2

 
 

n اࡦߣ࢓ض : )3 n 3a   

  ّܸت أن୊งإ: 

   n n nPGCD 2S ;a PGCD a ;14 

 : ୍ܸ෷ኃቮ 2
n2S 3n 5n 2    

   ᚼߕ࡬ޟ߁ݶࠣ ࡦଔଐݽܸࡦߢࢽࡷࠣ ا n2 S ࡠၫna : ߁༩ဂ   

 n n2 S 3 n 4 a 14   

  ߾ࢽݧ ߽ࣝارزࡴޟࠣ إߕ࡬ޟ߁س ხႻެ߱ أنّ :  

   n n nPGCD 2S ;a PGCD a ;14 

   ᚻࡦ ࠣ d : اࡦߢবঐ ا଍ଉࡷࡐީ n nd PGCD 2S ;a 
   n n nPGCD 2S ;a PGCD a ;14 d  

 nd / a d / 14 d 1;2;7;14    

  ᚼࡷࡐީࠣ ࡦ଍ଉا বঐاࡦߢ ።ፒوd  

  বঐߕ ໝແރݕޟn  : ݶࡐࣝن ܸ ၱࠦ࡬ dاࡦཬཏ ࡴࡹ ا 7 

   nPGCD a ;14 d PGCD n 3;14 7    

 n 3 7 14 7 2 PGCD ;2 1        
n 7 3 2 1:          

n وࡴީࠟ :  14 4 :    

4( ።ጻدراࢲࠣ ݽࣝاn2  ࠣߕࢽࡷ ૄસၫ7 

       0 1 2 32 17 ;2 27 ;2 47 ;2 17    

     ።ጻࣝا ߱ أنّ ݽ ެީ ჱమచࠣߕࢽࡷ 
n27ᇬّᇊఱఝ    ૄસၫ     

      ܸ ࠣ ودورࠤ ࠣ دورݶ ࡦܸޟ ެެ ଍ଉ ߁وداၭT 3   ێ   

   : বঐݕࡷ ࡠ ᇬᆚ    اࡦެ  :  ࡴࡹ ࡴࡹ   اၱ

   32 2 7 : 0 ;1; 2      
 
 
 
 
 
 
 

5( 2016
n n nb 3na 2 S 1437 1    

বঐߕ ໝແب: ރݕޟ रू࣍ ଍ଉاn : 
 

nb 0 7
...

n 0 5
   

  

 
 
 
 

 : ݇ 672ࡴ  

 
 

 
 

4n 2 2 0 7 4n 0 7
n 0 5 n 0 5

         
 

 
 
 

 
T.GAUS

n 0 7
n 0 5 n 0 7 5
PGCD 7;5 1

 


   
 

 

 

: ࠟ  وࡴީ n 0 35  : أيn 35 :   
  : ࡴࡹnاၱࡠ ᇬᆚ إ୊งܸت أހّࠟ ࡴࡹ )6

 9 n 1 12 n 11437 3 4 52 0 7     

     3 3n 19n 1 9n 11437 2 7 1437 2 7    

 وࡴީࠟ : 9 n 11437 2 7 ...    

     3 8n 212n 1 24n 2 12n 14 2 7 4 2 7     

 :وࡴީࠟ  12n 14 4 7 .....  و 52 3 7 ....         

  ხႻެ߱ انّ :  و و  ࡴࡹ
9n 1 12n 11437 3 4 52      

 2 3 4 3 7     
              7 7 

إذن: 9n 1 12n 11437 3 4 52 0 7     
 

بالجزائر

الرياضيات 






  Page 4/8  
  

௧ோ࢓ৡ৒঴ࡦܸݜ ا     ):ن04,5:(  اࡦޯ

1( ።ጼ ࡠஇॅا :ቼቮݕܸد൛ᒎᐺ 
2z 4 z 5 0      

4   :ܸዖዔ ໝແ࡬இॅوا z 2 i ; z 2 i     
  : ።ፒ ݕܸ࣍ة଍ଉا ቼቮݕܸد଍ଉूل اरၭ ࠣၫࣝዖಠಚ ࠟީوࡴ  

 S 2 i ; 2 i   

 : ቼቮݕܸد଍ଉूل اरၭ ީެܸجჱࢲ 

      
2

z 1 i 1 3 4z 1 4i 1 3 0...         

  
  
  
  
  
  
  

 z 1 i 1 3 2 i        

 z 1 i 1 3 2 i       

 z 1 i 3 z 1 i 3 2        

ቼቮݕܸد଍ଉूل اरၭ ࠣၫࣝዖಠಚ ࠟީوࡴ   : ።ፒ  

    S 1 i 3 ; 1 i 3 2    

2(  0 2
  0 و

iz e    

  ࢓࠾ݧ଍ଉاࡦݕ߁د ا ࠣ ݽܸ ૸ૐ  1 i 3 ࿀ّ႐ଘଐا ᇬᇊاࡦࣀ ૄ સၫ :   

i 31 i 3 2 e


  

    ໝແރݕޟ : 
 0 2

0

z 1 i 3 i
2 .....

z
e


     

ii 3 2
i

i2 2e e e
e








   

ii 2 3 2i2 2e e e





    

   3
i 2i 2 32 2i i

2 2e e e e
   

     

2 2 :3 2
         

122 26
           

 ܸೕೀ0 :انّ و 2
  :ّ12  ߖܷن

   
  

12
 وn :ب रू࣍ ଍ଉܸݽࠣا૸ૐ ࢓࠾ݧ଍ଉاࡦݕ߁د ا :

 0
n

z 1 i 3

2

 
 
 
 

 : ཬདྷޯ࡬଍ଉا ᇬᇊاࡦࣀ ૄસၫ  

  ii 30
nn

z 1 i 3 2
2 2

e e


              

 

    5 ni i n i3 12 3 12
n

e e e
     

   
 
 

  

 
    :وࡴީࠟ

  

أي : 
 0

n
z 1 i 3 5 n 5 ncos i sin12 122

 
 
   
 
 

  

  বঐߕ ໝແރݕޟn  :
 0

n
z 1 i 3

2



 
  
 
 

  

  
  
  
  
  
  

5n 2 5n 24 .....12
        

  
GAUS

24 / 5n PGCD 24;5 1 24 / n    
  
nوࡴީࠟ :   24 m : m  
  
ا଍ଉࢽެࣝي مێمێمێمێم  )3 O ;u ;v

 
   .    

C B Az 1 i 3 ; z 2 i ; z 2 i       

بالجزائر
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Dቼቴଵ଩ଠا ၏ᅟ୶୧:       A;1 ; B; 1 ; C ;1 
ب ߾ࢽܸب रू࣍ ଍ଉاDz  : Dz 1 i 3 2    

።ፋ ެܸج أنّ ا༜་ݽܸ ჱީإࢲABCD عോെ࢝ اࣝزي أ    . ࡴެ
।् إ୊ܸงت أنّ   ࣍࢓ݶࠟ ݶࡐ ߕ AC و BD ߣܸ࢟ن ێ ܸީ   ࡴެ

෷୍ኃቮܸ:   
A C B D
2 2

z z z z 3 13 i2 2
                    

 ࠟ ።ፋوࡴީ ോെ࢝ع ABCDا༜་ݽܸ اࣝزي أ  .  ࡴެ
Eࢽެࣝي଍ଉࡴࡹ ا ࠣ  :ހߢ࣍

   
 

E A E B

E A

E B

arg z z arg z z 2
....z z 2z z





    

  



 

रू࣍ب ଍ଉا:  : ّت أن୊ܸงإE
314z i5 5  

  
E A
E B

E A
E B

z zarg z z 2

z z 2z z





        
 

 

 E A
E B

i 2z z 2 2i ...z z e





   

   E A E Bz z 2i z z     

  E A B1 2i z z 2i z    

   E1 2i z 2 i 2i 2 i      

  E E
4 5i1 2i z 4 5i z 1 2i
     


 : انّ  ݽႫྯب اࡦძࢽࣇ وا଍ଉߢمܸ ୶୧ ።ጼاߖࢄ ا଍ଉߢمܸ ༩ဂ߁ 

E
314z i5 5  

ت أن୊ܸงإA رࣝة  ࢟።ፒB႓ྯܸ ࠟ ࡴަ  .ჱჂࣀݽܸ

   E A
i 2 E Bz z 2 z ze


     
 

 A E
i 2 B Ez z 2 z ze


    
߀ࠤا  رࣝة Aݶݕཬཌ أنّ و  ࢟።ፒB႓ྯܸ ࠟ ࡴަ  ೾೥୶୧Eه  ჱჂࣀݽܸ

ࠟެძమచ2 و୐ࠟ෷2وزاو
  ێ 

4( Mᐮܸᐟ߾ߢକଐ ࢽެࣝي଍ଉࡴࡹ ا ࠣ ࢤެߋIوzހߢ࣍ ࡴީ

 AB  

ໝແރݕޟIz:     A B
I

z zz 22


  

 و  ߢީࣇ ࠣ اࡦ ၫࣝ ዖಠಚM ࢽެࣝي଍ଉࡴࡹ ا : 

I
iz z e     

ب  रू࣍ ଍ଉا:  : ّࠏߢࢄ ࡴࡹ أن اࡦެ E   

ت أنّ  ୊ܸงإ ।्ݶࡐE I
iz z e   

।् إ୊ܸงت أنّ وೕܸೀ أنّ  ।् ߖޟࡐ E :࠾ޟ Iz z 1   

E I
3 16 94z z i 15 5 25 25      

 وࡴࠟީ : E  
ࠣ࣊ޟަݕ  ߭ࢽೕಹ ܸ଍ଉ ܸྯࠤ Ⴈܸ ၫࠣࣝو༥စ߁਑৯ ݎީ  اസലമࡷ

  I M I
i iM z z z ze e        

   
M

M

I

I

z z 1
arg z z 2 
    

 

   
I M 1

u ; IM 2 

 
  

ߢࣇ ၫࠣ اࡦީ ዖࣝಠಚ ީࠟوࡴ   ߭ࢽೕಹ ଍ܸଉࠣၫࣝࡷസലമا  ።ፒ 
೾೥࢓଍ଉة ذات اफࣿ  . 1࣍࢓وހࢤߋ اࡦߢ ።ፒI اኃቮا

௧ோ࢓ৡ৒঴اݽ݇  ا༜་ول :   ):ن 06,5:( اଘଐ࢑ء ا஋ॅ   ا

  2g x 1 x 2 lnx  و D 0 ;  
1( ቼቮاኃቮا ౭ౄܸه ރݐ༩စدراࢲࠣ إg : 
 : ࠣࣀެߢ଍ଉاᇬᆚ ࡠ   : Dࡴࡹ xࡴࡹ أၱ

  2g x 2 x x
   

بالجزائر
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إࢵرܸة : ࠣ ࡠၱ ᇬᆚ ا଍ଉࣀߢެ D :ࡴࡹ xࡴࡹ أ g x 0   
ࡴܸ gૄસၫوࡴީࠟ  ೕܸೆ  D  .ࡴ౫౑ا਑৯ة 

2(ቼቮد إ୊ܸงت أنّ ا଍ଉݕܸ g x 0  ّ ോെၭ و߾ޟ߁ا  ރߢަࡠ
: 0 ,52 ;0 ,53  .   বঐاࡦߢ ࠣ ީࠤ ౭ో ࣍ަࢄ ࡴ ހ

ࠣ࣍ ެࣝࢲ ଍ଉا સૄၫg ل സܸലമا ።ጼI :  I 0 ,52 ;0 ,53 
 g ل ࡴࢽެࡷ࢓ة സܸലമا સૄၫ ܸࡴ ೕܸೆ  ަࠣფ჈ورI   
   g 0 ,52 g 0 ,53 0  

 g 0 ,52 0 ,037  و g 0 ,53 0 ,011 
ቼቮݕܸد଍ଉإذن ا g x 0 و߾ޟ߁ا ّോെၭ ރߢަࡠ  :

 0 ,52 ;0 ,53  
3(ީެܸجჱإࢵܸرة  إࢲ g x  : 
 
 
 
 
 
 
 

 : ።ጒܸ ࢑஋ॅء اࡦޯ ا  3 2 ln xf x x x


   

 D 0 ;  و fC ێ ።ጒܸ ޟަ ܸࠦ اࡦ ޟޯ࡬ ೕೆ 

1      
x 0
lim f x


  

    3 ln xf x x 2x x    : ީࠟوࡴ  

 
x
lim f x


 : ّنଘଐ 
x

ln xlim 0x
 

2 : ّت أن ୊ܸงإ   
2

g x
f x

x


  

ᇬᆚ ࡠ   :   Dࡴࡹ xࡴࡹ أၱ

 
 

2

2 x 3 2 ln xxf x 1
x

  
    

2 2
2 3 2lnx 1 2lnx1 1

x x
      

22

2
2 x 1 2lnx
x 1 2lnx

xx

  
 
  

   

 

 : ࠟ وࡴީ   
2

g x
f x

x


  

 ات౭ౄࡠ ၱ߁ول ރݐຘ๽ఱఝf : إࢵܸرة f x  
።ፒ إࢵܸرة   g xات౭ౄوࡴީࠟ ၱ߁ول ރݐf : 

 
 
 
 
 
 

 ّࠏߢࢄ ࡴࡹ أن  :اࡦެ   1f 2 


  

: ୍ܸ ෷ኃቮ   3 2 lnf  


   

ࡦᚸࡐࡹ g 0     : إذن  

  2g 0 1 2 ln 0       

 : સૄၫ ࢤࡠ༥ဂ ީࠟ22وࡴ ln 1    
ݕࣝݶ࢘ ።ጼ ݎަܸرة ࡦެܸ ݽ f   : ߁༩ဂ 

 
2 23 1 2 2f   

 
  

    

 21 12 2 
 

    
 

 

 وࡴࠟީ :   1f 2 


  

ྯႭ߾ f ቼቮاኃቮأنّ ا ܸ ೕೀuૄસၫ ࠣ  :ݽD  ᚺا଍ଉݕ࢓ߖ

   1u x 2 xx  ل സܸലമا સૄၫ ܸࡴ ೕܸೆ ީܸߕࢤࠣ    Dࡴެ

ل : സܸലമࡠ اၫ ።ፎܸ ࡦެܸ  وݽ I 0 ,52 ;0 ,53: ّߖܷن  
     0,52 0,53 u 0,53 u u 0,52      

 2,71 f 2,81   
وࡴࠟީ :   2 ,71 f 2 ,81  

3   3 ln xf x x 2x x   

بالجزائر

الرياضيات 
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 وࡴࠟީ :  
x
lim f x x 0


  : ّنଘଐ 
x

lnxlim 0x
  

སཌࠏ ଍ީଉ߁ީࢲޟܸ أنّ ا  ࠤ߱ ެީ ჱమచو fC اࣝر  ݶߢަࡠ ።ጼ ࠂ
ോെܸݳ ࡴࢽެߢޟࡷܸ ࡴߢܸرݽܸ ࡴ  :ࠟ yࡴݕܸدࡦެ x   

ࠣݕ࢝ޟ وࠣ دراࢲ fC፜ፎإ ࠣ ࡦხܸࢽަ ݽ رس਑৹ 
إࢵܸرة ا଍ଉߢ߁ار A x    A x f x x  

  3 2 ln xA x x
  ࠟީإࢵܸرة وࡴ A x  :  

 
3
2A x 0 3 2 lnx 0 x e     

وࡴީࠟ :    
3 3
2 2fC A ;e e

            
 

وᓕࢵܸرة  A x : ࢽࣇძإࢵܸرة اࡦ ።ፒ 
 
 
 
 
 
 

 ّܸت أن୊งإ fCܸܸࢲየዧ ݶߢަࡠ Tݶࣝازي  

       
2

g x
T // f x 1 1

x



     

  2 2 2g x x 1 x 2 lnx x      
1
212 lnx 1 lnx x2 e     

وࡴީࠟ  fCܸܸࢲየዧ ݶߢަࡠ Tݶࣝازي  ።ጼ

ذات اࡦߣቼቴܸ࢟ اࡦީߢ࣍ࠣ
1
2e   

ࡴݕܸدቼቮ ا଍ଉࡷܸس T : 

 
1 1 1
2 2 2T : y f x fe e e      

          
    

1 1 1
2 2 21 x e 2e e  

     
 

 

 

 وࡴࠟީ : 
1
2T : y x 2e   

4         f 0 0 1 1C xx A x ;0 ;A x ;0  

1 02 ,11 x 2 ,13 ;0 ,22 x 0 ,23    
: ب रू࣍ ଍ଉاܸءఱచإ T و  و fC 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5( m:।ौࡦݕ߁د وࢲޟࣇ ߾ߢޟ ୃࠣก ޟܸ ީܸߕࣀࠣ اࡦަ ଍ଉا

 ا଍ଉݕܸدरၭ:ቼቮूل 

 3 2 ln x mx 0....       

  3 2 lnxmx 3 2 lnx m x
       

3 2 ln xx m x x
       

   f x x m ....      

ቼቮد ل ا଍ଉݕܸ रूၭ   ໝແݽ ቝሹ౭౑ࣀ଍ଉߢީࣇ ا ࡠ اࡦ ا࢟ࣝ ።ፒ ߖ
སཌࠏ ଍ީଉا fC  বঐެߢ وا଍ଉࢽ m ቼቮد     :  ذو ا଍ଉݕܸ

y x m   اࣝزي ോᇦᆚّ ࡴࡹ واኂቮي ݶ  و T    

 : ࠣ ߕܸࣀ ଍ީଉانᇱᆚ إذا m ;0    ّن ߖܷ m 

݇ ༥စݚ ݶߢ  ቼቮد و൛ᒎᐺݕܸ و߾ޟ߁ا ێ ّോെၭ 
بالجزائر

الرياضيات 
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 نᇱᆚ إذا
1
2m 0 ; 2e 

 
  

ߖܷنّ  m ໝແݽ ݇ ݶߢ

 و T  ቼቮد و൛ᒎᐺݕܸ  ێ ௧ோऩंܸࡴެࡷ ໝແّ࡬ၭ  

  نᇱᆚ إذا
1
2m 2e  ّن ߖܷ mસૄၫ ࣍ަࢄ ෷୍ T    

  ቼቮݕܸد൛ᒎᐺو ࣝࡴࢢܸ݉ߣܸ ࠤ ّോെၭ
1
2x e  

 نᇱᆚ إذا 

1
2m 2 ;e 

   
  

ߖܷنّ   m   ݇   ݶߢ

ق  ߖࣝ T  ቼቮܸݕد଍ଉوا  ።ጼ କଐू रၭ ރߢަࡠକଐ   ێ  
ࡦܸݜ ࢑஋ॅء اࡦޯ :ا nu : م ێ ع      

         
n 1

n
n

u f x x dx
e

e



  

nuإ୊ܸงت أنّ: )1 0 ୍ܸ෷ኃቮ:  
n 1

n
n

u A x dx
e

e



    

ೕೀܸأنّ    A x 0ૄસၫn n 1;e e  
  :ّߖܷن nu 0   

 

 : 0uࡦᚻإݎܸ࣍ء ރߣࢽ౭ౄا ࠤީ߁ࢲޟܸ   )2
 

    0
1 1

u A x dx f x x dx
e e

    

 0u ߁دഴലമࢽެࣝي ا଍ଉا ߭ ࠣ اࡦࢽ࣍ ၭܸࡴࣝࢽ ݽ଍ଉܸࠏསཌީ ࠤ fC 
  و

বঐެࢽߢ଍ଉا ໝແࢽߢެޟࡷ଍ଉوا ௧ோኂᒔᐺࡷܸ اᐮᐒެ xࡴݕدܸࡦ 1وx e   

 : nu ቼቮକଐ਑৶n߾ࢽܸب )3

    
n 1 n 1

n
n n

3 lnxu A x dx 2 dxx x

e e

e e

 

    

 
n 1

2
n

13 ln x 2 ln x2
e
e


     

 

 
n 1

2
nln x 3 ln x

e
e


     

     2 2n 1 3 n 1 n 3n      

 ࠟ ༩ဂnu߁ : وࡴީ 2n 4  

4(  n 0 1 2 nS u u u ...... u     
 

 :أنّ nS ቼቮକଐ਑৶n  : ܸೕೀاर࣍଍ଉूب : ߾ࢽܸب

nu 2n 4  ᇬᇊ0 :ࡴࡹ اࡦࣀnu u nr   
ߖܷنّ  nu  ࠣࡦܸޟ ެެ ࠣ أࢲᐰ႐ܸܸࡴ ෾ୃܸ r߾ࢽ 2 ܸࠤ  وၭ߁

0uاଘଐول 4  وnS ࣝعዖಠಚࣝࠤ n 1 ߁اၭ

 ࠣ ෾ୃܸ߾ࢽ ࠣ ࡦܸޟ ެެ ଍ଉ. : إذن  0 nn
n 1S u u2
   

 

 n 1 4 2n 42
   

 n 1 2 n 82
  

 

 ࠟީ  : وࡴ  nS n 1 n 4    

 
 

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
بالجزائر 
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..................................................................................................  
): ن05اৡ৒঴࢓௧ோ اଘଐول :(    B 1;2;4 ;A 1;0;3 

   D 3 ;4 ; 1 ;C 0 ;0 ; 2 
1 ݶࡐࣝن n 2 ; ; 


ࣉࡷޟܸ  ࢵݕၫܸܸ ހܸ

ي  ൛ᒎᐺࢽࣝެ ABC :نᇱᆚ إذاا n AB
...

n AC


 




 
  

 : ୍ܸ෷ኃቮ   AC 1;0 ; 1 ; AB 0 ; 2 ; 1 
 

 

     2 0
; 1; 2

2 0
 

  


 
    

 

 وࡴࠟީ : n 2 ;1; 2


 
 ABC : 2 x y 2 z d 0    

 C ABC d 4   
وࡴࠟީ :  ABC : 2 x y 2 z 4 0    
2  P :x z 2 0   ࣬ࡷ ܸࣉީ  ࢵݕၫܸࠟ اࡦ n 1;0;1


 

   Q ABC : 2 x y 2 z 4 0     
 Pn n 2 2 0  

 
 إذن  Pو Q  ௧ோࡴެݕܸࡴ߁ 

   ࣬ ޟޯࡠ وࢲޟ࣍ ೕೆ ܸ࣍ء  ݇إݎ ߢܸ࣊ ଍ଉ ࢽެߢবঐ اࡦެ  

  x z 2 0
:
2 x y 2 z 4 0


  

    
 

ၬ߀ x ࠾ࣝࢲޟࣇ أيxݽܻ t :t   : ߁༩ဂ 

 
x t

: y 4t : t
z 2 t




   
  

 

࣬ آ༄໦ ێ ޟޯࡠ وࢲޟ࣍ ೕೆ  ݶߢަࡠ أي 
: ࠣࢽܸߖ଍ଉ߾ࢽܸب ا   d D ;  

                                    u 1; 4 ; 1 


  ࢵݕܸعࠤࣝ 
                                 বঐࢽެߢ൛ᒎᐺ ࠟࠂޟ ރࣝ  وI 

     اࡦݕࡷࣝدي ።ፒ ا଍ଉࢽߢࣇ                                                
ߢ࣍ࠣ                                        ᑀީᐺD સૄၫ    

  

  d D ; DI  
  ෷ኃቮ୍ܸ ࡴࡹ ࠂࠦࠣ :   : Iރݕޟໝແ إၭ߁اงୃܸت

   I I t ; 4t ; 2 t    
 ࠦࠣ أ༄໦ى :ࠂوࡴࡹ  DI t 3 ; 4t 4 ; 1 t   


 

2DI u DI u 0 t 3
    

   
 

 8 82I ; ;3 3 3
 : ።ፎܸ ࡦެܸ  وݽ 511 4DI ; ;3 3 3

 
  

  d D ; DI 18 3 2    
  1d d D; P 2  

 و   2d d D; Q 4 : ّأن ࣰࣴ   وހݕ
  2 2 2

1 2d d d : d d D;    : ީࠟوࡴ 
2 2
1 2d d d 18 3 2    


      d D; DI minf t :f t DM    

   M M t ; 4t ; 2 t    

  2f t DM 18t 24t 26    

   6 3t 2
f t

218t 24t 26


 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

      2d D; min f t f 3 23    

3(  S ܸࠤ ೾೥୶୧ ഀة೥ ߭࣍ࢲDᚺس ࡦ የܸዧو Q 
   ୃࠣคرᇱᇊدݶ ቼቮݽܸࠣ ࡴݕܸد ૸ૐᚼࡦ S  

 r d D ;Q 4  : ީࠟوࡴ  

بالجزائر

الرياضيات 
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       2 2 2 2

D D DS : x x y y z z r     

       2 2 2S : x 3 y 4 z 1 16     
ᚻࡦ ୃࠣคرᇱᇊدݶ ቼቮࡴݕܸد ።ፒو S 

  ݇࣊ ߢܸެ ྯ ا଍ଉࡷ౫ౄة ࡦ Ⴈܸީ ࠣ واࡦݕ ޟަݕ د اࡦ࣍ ༩ܸ࿸إ P و S  
ೕܸೀ  أنّ :   1d D; P d 2 r    : ّن   ߖܷ
 P݇࣍ݶߢ S  ةफࣿ ።ጼ دا C ێ  

਑৯߁༥စR ࢓ و फࣿة ހࢤߋ ߕ࣍ ೾೥୶୧ اኃቮا C ێ 

     2 2
1R r d 16 2 14      

و        P d   ߾ޟݜ d  বঐࢽެߢ଍ଉࠤࣝ ا
સૄၫ اࡦݕࡷࣝدي P ࠣ࣍ߢ ޟቸቴޯ و   . Dوఱఐࡷࡠ اࡦީ ೕೆ 

࣬ ࢲޟ࣍  ࠤࣝ : اࡦࣝ 
x 3

d : y 4 :
z 1






 
  
  

 

বঐߕ ࢘ ݶ ୐෾zݕࣝ ; y ;x ࢽެࣝي଍ଉا ቼቮܸࡴݕد ።ጼ P߁༩ဂ: 1   
 : ࠟ وࡴީ      P d 2 ;4 ;0   
إذن C ೾೥࢓଍ଉة ذات اफࣿ ።ፒ اኃቮا 2 ;4 ;0 

Rوހࢤߋ اࡦߢ࣍࢓  14  
4(  و ।ौ߁د ߾ߢޟၫG ހߢ࣍ࠣ ࡴࡹ اࡦߣࢢܸء  :  

 2 G A G B G C 0 .....e  
   

   
 

Gأي   : ቼቴଵ଩ଠا ၏ᅟ୶୧      A;2 ; B; 1 ; C ;e 

ໝແރݕޟ ၫࠣࣝ اസലമࡷ  ܸߢީࣇ ࡴࡹ اࡦߣࢢء ࠣ اࡦ ၫࣝ ዖಠಚ  :  
 1 2 MA MB MCe   

  
 

2 2 MA MB MC ....e   
  

 

    01 2 1 1 MGe    


 

  12 2 1 MGe  


 

   0 12 1 MG 2 1 MGe e    
      0 1MG MG  

 ࠟީ وࡴ  ࠣߢ࣍ݕᑀᐺ ري ഴࣝലമي ا ።ፒ 0 ا଍ଉࢽࣝެ 1G G   
  Hቼቴଵ଩ଠا ၏ᅟ୶୧ :     A ; 2 ; B ; 1  

ݽܸࠣ ૸ૐ : ूبर࣍ ଍ଉاCG


 ቼቮକଐ਑৶CH


   

   2 1 G H G C 0e 
    

  
 

  G C G H 0e  
  
  

 
G C G C C H 0e  

   
   

 

          1 G C C He 
   

 
 

 1 C G C He 
    

 
 

 وࡴࠟީ :  1C G C H ....
1e 

 


 
  

  ߢࣇ ၫࠣ اࡦީ ዖࣝಠಚ ໝແރݕޟG  ߭ࢽೕಹ ଍ܸଉࠣၫࣝࡷസലമا   

ا଍ଉࢽܸواة  ߢࣇ Gރݕཬཌ أنّ اࡦީ ; H ;C  ።ጼ

10وೕܸೀ أنّ .إࢲެߢܸࡴޟࠣ  1
1e

 


  ߖܷنّ :  

ߢࣇ ၫࠣ اࡦީ ዖࣝಠಚG  ౭ౄݐ୐෷ ଍ܸଉ ࠣၫࣝࡷസലമا ።ጼ  ።ፒ
 ࠣ ࠣ ا଍ଉࢽߢެޟࡷ ݕ࣍ اࡦߢ C H ໝແެ ߢ࣍ ީܸء اࡦީ ޯჱܷࢲᄠCوH 

  ࠣد ߕޟࡷ ༩ܸ࿸إރࡐࣝن སཏ߾G   ީެࢤߋ ።ፒ ࡴ
اࡦߢ࣍ݕࠣ  C H  ݧ༩࿸ ᑎᐺߢࢄ ذاධච൪ སཏ߾  

11أن ݶࡐࣝن  ....21e



  

1 2 1 0e e         
ਐ৬0وރࡐࣝن ݎީ߁G ࠣީެࢤߋ اࡦߢ࣍ݕ ።ፒ ࡴ C H   

 ௧ோ࢓ৡ৒঴ا።ጒܸ ࢑஋ॅء اଘଐول : ):ن40:( اࡦޯ ا 
1(።ጼ ࡠஇॅ  ൛ᒎݕܸدᐺ:ቼቮ ا

2z 2 z 2 0    
4  : ዖܸዔ ໝແ࡬இॅ z وا 1 i ; z 1 i     

2( ።ጼ ࡠஇॅ  ا
2 : ቼቴࡷॷ८२ 

 1 2

1 2

2 z 3 z 5 2 i
....

z 3 z 2 2 i


  


  
  

࢓ف ༩ဂ߁ : ଵ݇଩ଠ ࣊࢓ߖܸ ࡦ࣍ 1z ݽܸ 2 i  ࢘ݕࣝݶ ࡦެܸ وݽ
༩ဂ ୃࠣกܸޯ߁:  ።ጼ2z ا଍ଉݕܸدቼቮ اࡦ 2 i   ቼቴࡷॷ८२ ࠟީوࡴ
 ୃࠣ෴ܸީ اࣝࡦޯ ോെၭّ و߾ޟ߁ا ࠤ 1 2z ; z :    

   1 2z ; z 2 i ; 2 i  

بالجزائر

الرياضيات 






  Page 3/8  
  

: ።ጒܸ ࢑஋ॅء اࡦޯ ي ا଍ଉ࢓࠾ݧ م ێمێمێم  ا ا଍ଉࢽࣝެ O ;u ;v
 

 

 C B Az 1 i ; z 2 i ; z 2 i    

C B
H D

E B

z z
DE 2DO ;z ; z 1 iz z


   



 
 

1 ܸࠣݽ૸ૐHz࿀ّ႐ଘଐا ᇬᇊاࡦࣀ ૄ સၫ : ߾ࢽܸبEz: 

E D DDE 2DO z z 2z    
 

  

E D Ez z z 1 i     

 ܸࠣݽ૸ૐHz  ᇬᇊاࡦࣀ ૄસၫ:ݎࡹ ࢘ ݶ ݕࣝެ ࡦܸ ౭ోي: ݽ ஋ॅ  ا

E C Bz ; z ; z رܸة ࡦႫܸྯب ።ጼHz ݎަ  واࡦߢࢽࡷࠣ وݽ

୶୧ ።ጼ Hاߖࢄ ا଍ଉߢܸم ༩ဂ߁ :
1 2 1 2z i
2 2 2 2
  
 

 

H: أي
2 2z i2 2  ي౭ో ஋ॅ ࣝ اࡦࣀᇬᇊ ا  Hzࡦᚺ وࠤ

 ࣝ 4وࢵቸᇚᇊ ا࿀ّ႐ଘଐ ࠤ
H

i
z e


 

ޯ࡬ݜ ଍ଉع ا ެܸج ހࣝ ჱީإࢲBCE :: ୍ܸ ෷ኃቮ  

C B 4
H

E B

iz z
zz z e


 


 

 وࡴࠟީ :   4
C B E B

i
z z z z ....e


    

ߢ࣍ࠣ ߢ࣍ࠣ Cإذن اࡦީ ࣝرة اࡦީ  ࢟።ፒE ورانኃቮܸ  Rݽ

4 وزاوB ୐ࠟ෷اኂቮي ೾೥୶୧ه
  

 
  ێ 

إذن :      

BE BC
R E C

BE;BC 24
 

 


  

ޯ࡬ݜ ଍ଉوࡴࠟީ اBCE ࠟߖޟ ໝແܸاࡦࢽߕ ᄂཻܸ ߢެ BEࡴ BC  
2( S: ࣬ ݶࡠ ހߢ࣍ ༥ࣝစ   A BS M M : z z z z     

أي :  S M M : z 2 i z 2 i    
 ݶࡠ  ݎަܸرރࠟ ࡴࡹ اࡦࣀS:S  :ᇬᇊ࣊ަޟݕࠣ اࡦެࠏࣝ

   z a z b : a;b 2 i ; 2 i     

ೕܸೀ أنّ  a   وa 1  ّߖܷنS   ྯ႓ܸަ ݽܸࠟ ࡴ ఱఝ  

ݽܸࠟ Ⴈܸީྯ اࡦჱࣀ ܸ أنّ ::  ༥စS߁਑৯ ݎ ೕೀ
i 2a 2 e


 

نّ  وزاو୐ࠟ෷ 2أي ።ፒ ެࠟძమచa ߖܷ arg a 2أي
  

ߢ࣍ࠣ اࡦࢤܸࡴ߁ة  ࠣ و೾೥୶୧ه اࡦީ zذات اോᑆᐺ߾ߢ   : 
bz 1 a 


  ཬཏݶ࢘ ݎࡹ ߕޟࡷ ݕࣝ ࡦެܸ b ።ጼzو aوݽ  

 ༩ဂ߁ :
2 2z i3 3   : اي 

22 ;3 3
 
 
 

 

 Ǐȋ̤̣˒ː ةɂȶدا C 1; 1Ǐȋțȭǹ Ƕȡǣو
r CD 2  : ب रू࣍ ଍ଉا  ࠣ ၭܸ߾ࢽܸب ࡴࢽ  

  2Su r 4 u .a    

ރݕޟໝແج)    ࢟ࣝرة  ࠏࣝݶࡠ ࡦެܸ ୍ܸ :  Sݽ กأ ܸ ೕೀ 
ࣰࣴ نّ :Sأنّ  ހݕ మఐܸܸ ߖܷ  ࡦფࢧ ރߢ  ܸࠤ ೾೥୶୧ ةफࣿدا ።ፒC   :

 C S C  ܸࠤ ࣍࢓ rوހࢤߋ ߕ  :r r 2 2    
ܸ࢝ߖࠣ : ب) : ރݕޟໝແإ रू࣍ ౭ౄၦ)C ࡴ    

  C CS C C z 2 i z 2 i    

સૄၫ ࢤࡠ༥ဂ ࠟ Cz : وࡴީ 2    : اي  C 2 ;0   

 ࠣၭܸީެܸج ࡴࢽჱإࢲ   : 

   2Su Su 8 u.a       

)ࠟࣀܸݽჱاࡦ ࠣަమచ ።ፒS(  
3(  ൫δ൯اࠣࡦߢީࣇ ၫࣝ ዖಠಚ ።ፒM ࠣ߾ߢോᑆᐺيࣝ ذات ا    zࡴࡹ ا଍ଉࢽެ

M C M B  :        B

C

z z
z z








  

 
 
 

     MC ;MB 2 1 MC // MB    
   

 

MBو


MCو 


وࡴީࠟ  ࡴެݕܸ࠾ࢽ።ጼ ໝແ ا༩စଔଐܸه 
ࠣ اࡦߢީࣇ ၫࣝ ዖಠಚM ࠣࢽߢެޟࡷ଍ଉا ࠣ ݕ࣍ ።ፒ اࡦߢ BC  ܸء ީޯ ჱࢲᄠܷ

ໝແެ ߢ࣍ީ   أي :  Cو Bاࡦ
 
 

بالجزائر
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 ௧ோ࢓ৡ৒঴ࡦܸݜ ا ا።ጻࣝ ߕࢽࡷ ࠣ )1):ن40:( اࡦޯ ࠣ ݽ    n3સૄၫ11 دراࢲ

     0 1 23 1 11 ;3 3 11 ;3 9 11    

     3 4 53 5 11 ;3 4 11 ;3 1 11    

ا።ጻࣝ ߕࢽࡷࠣ     ߱ أنّ ݽ ެީ ჱమచ 
n311ᇬّᇊఱఝ    ૄસၫ     

      ܸ ࠣ ودورࠤ ࠣ دورݶ ࡦܸޟ ެެ ଍ଉ ߁وداၭT 5   ێ   
   : বঐݕࡷ ࡠ ᇬᆚ    اࡦެ  :  ࡴࡹ ࡴࡹ   اၱ
     53 3 11 : 0;1;2;3;4      
  
  
  
ࠦߘࣀࡺ ፥ጾ࣠ا ࠦ ހ ݶߢࠣ የዧܸކ༩ဂ  ቼቴ߁  n7 સૄၫ11 دراࢵ   :ݽ࣍࢓

ا።ጻࣝ ߕࢽࡷࠣ   أنّ ݽ
n311ᇬّᇊఱఝ ߁وداၭࠣࡦܸޟ ެެ ଍ଉ    ૄસၫ     

      ܸ ࠣ ودورࠤ Tدورݶ 10    ێ   
   : বঐݕࡷ ࡠ ᇬᆚ    اࡦެ   : ࡴࡹ mࡴࡹ   اၱ
     10m7 7 11 : 0;1;2;....;9     
  
  
  
  
  

ᇬᆚ ࡠ ت أހّࠟ ࡴࡹ أၱ ୊ܸงإn ࡴࡹ :   

 5 n 4 10 n 42 2016 1437 0 11     

: ୍ܸ෷ኃቮ 
 
   

2016 3 11
....

1437 7 11


 
 

  

   
 

5 n 4 5 n 4

10n 4 10n 4
2016 3 11

1437 7 11


 

 

 


 

 
 

5 n 4

10n 4
2016 4 11

1437 3 11





  


  

 
 

5n 4

10n 4
2 2016 8 11

1437 3 11





  


 : ࠟ   وࡴީ

 5n 4 10n 42 2016 1437 8 3 11      

 أي : 5n 4 10n 42 2016 1437 11 11     

أي :  5n 4 10n 42 2016 1437 0 11     

 : اࡦߣ࢓ض  )2    27 x 3y 8... E : x; y    
ቼቮݕܸد଍ଉࡠ اၭ E: ّأن ೕܸೀ PGCD 7 ; 3 1 

࣍࢓ف اೕಹଘଐࡹ இॅࡠ ا଍ଉݕدቼቮܸ واࡦ  ࠟ ّ ހܷ ౭ౄၦ ࡴݕ߁وم ߖ E  ݜධක൴
 ݎࡹ ၭࡠ ၬܸص ಘಔܸ ێ ހോെ߾ࣆ أنّ : 2 ; ࣝ ၭࡠ  2  ࠤ

ࡦၬ  ᚺܸص E: ࠟ  وࡴީ   
7 x 3 y 8
7 2 3 2 8

 

    

࣍࢓ح ༩ဂ߁  ࡦܸ  :ݽ   7 x 2 3 y 2 0      : أي                               
     7 x 2 3 y 2 ....    

  
  

: ࠟ x وࡴީ 2 3  :أي x 3 2 :    
።ጼ ࢘ ݶ ݕࣝެ ࡦܸ ݽ  : ߁༩ဂ y 7 2   ࠣ ၫࣝ ዖಠಚ ࠟ وࡴީ

ل रूၭ ቼቮܸݕد଍ଉا E ።ጼ2  ።ፒ ၫࠣࣝ    :  Sاസലമࡷ
  
اࡦߣ࢓ض x ; y ࡴࡹS و d PGCD x; y    

ب : रू࣍ ଍ଉا ᚻࡷࡐࠣީ ࡦ଍ଉا বঐاࡦߢd 
    PGCD x; y d d / x d / y   

    2d / x y : ;      

  8d / 7x 3y d / 8 d D     
:ࠟ  وࡴީ d 1; 2 : 4 ; 8ᚺࡷࡐࠣީ ࡦ଍ଉا বঐاࡦߢ ።ፒوd  
ໝແރݕޟ x ; yࡴࡹS : ޟݜ༥࿿d 4 

୍ܸ෷ኃቮ: x 3 2  وy 7 2   
  :ᄠܷࢲެݕࡷܸل ߽ࣝارزࡴޟࠣ إߕ࡬ޟ߁س ༩ဂ߁

 7 2 2 3 2 2       

             3 2 3 2 8     

بالجزائر

الرياضيات 
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   d PGCD y;x PGCD 7 2;3 2     

   PGCD 3 2; 2 PGCD 2;8      

   d 4 PGCD 2;8 4    
 

4m 2 m 2 1:         
8 6 :      

 وࡴީࠟ :   x; y 24 20;56 44    
 د ༩ܸ࿸إ x ; yࡴࡹS ߢࢄ༥စ ཬཏاࡦ: 

 7 x 3 y2016 1437 0 11 ...   

 7 x 3 y3 7 0 11    
     7 3 2 3 7 23 7 0 11     

 21 14 21 63 7 0 11     
     5 4 5 2 4 10 2 63 7 0 11            

     5 4 2 10 24 63 3 7 7 0 11        

 4 63 7 0 11     

 4 63 3 7 7 0 11      

 4 3 4 7 0 11      

   4 3 7 0 11    

 : સૄၫ ࢤࡠ༥ဂ ީࠟوࡴ   3 7 0 11 ...     

ၬ߀ اኃቮور ا଍ଉࣀ౭౑ك ኃᒔᐺ2ورT ௧ோހܸ 1T ;T : ߁    ߖႂީ
 T PPCM 5 ; 10 10   : ߁ول஋ॅ   وࡴࠟީ ا

 
 
 
 
 
 

   5 10 10 5 :         
 وࡴࠟީ :   x; y 30 17 ;70 37    

 ௧ோ࢓ৡ৒঴اݽ݇ا༜་ول :):ن70:( اଘଐ࢑ء ا஋ॅ ا 

   2 x 1x x x 1 1e      

 D ;    
1 

x
lim x


   

   
x
lim x 1


   : ّنଘଐ  

   2 x 1 x 1x x x 1 1e e          

 
2 x 1
x

x x 1 1e e
e

       

و
n

xx
lim 0 : nx

e
  و

  x 1 t
x t
lim x 1 lim t 0e e 
 

     

 ౭ౄه ރݐ ༩ܸစࠣإ ێ دراࢲ ᐮܸ᏶ا౭ౄ߁ول ރݐ   وຘ๽ఱఝࡠၱ 
 : ࠣࣀެߢ଍ଉاᇬᆚ ࡠ    :D ࡴࡹ xࡴࡹ أၱ
 
 

ძެࢽޟࣇ ༩ဂ߁:  ࡦܸ ݽ   2 x 1x x 3x 2 e       
ࣀެߢࠣ : إࢵܸرة଍ଉا 

  2x 0 x 3 x 2 0        
  x 1 x 2 0 x 1 x 2         

وᓕࢵܸرة  x   إࢵܸرة ።ፒ 2x 3 x 2    
 
 
 

ࡴܸ  સૄၫوࡴީࠟ ೕܸೆ لࡴ౫౑ا਑৯ة  സܸലമا 1 ; ީܸߕࢤࠣ و  2 ࡴެ
ࡴܸ ೕܸೆໝແܸࡦ സലമا સૄၫ ; 1 و 2 ;  
ቼቮاኃቮات ا౭ౄၱ߁ول ރݐ   
 
 
 

 
 

بالجزائر
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2( ّت أن୊ܸงإ ቼቮܸݕد଍ଉا  x 0 و߾ޟ߁ا ّോെၭ ަރߢࡠ: 1  
߁ၱول اࡦݐ౭ౄެات اࡦࢽݽܸࢄ ّࠟ ።ጼ اസലമلܸ:ހോെ߾ࣆ ࡴࡹ   أހ ; 2   

 ቼቮܸݕد଍ଉا  x 0   ࣝ xރߢަࡠ ോെၭّ و߾ޟ߁ا ࠤ 1 
ܸ ።ጼ اസܸലമل أࡴّ 2 ;  સૄၫ ࠣ ެࣝࢲ࣍ ଍ଉا বঐاࡦߢ ࠣ ީࠤ ౭ో ࣍ަࢄ ࡴ      ހ

ل ࡴࢽެࡷ࢓ة സܸലമا સૄၫ ܸࡴ ೕܸೆ  ަࠣფ჈ور 2 ;    
   

x
2 lim x 0 


  ቼቮݕܸد଍ଉإذن ا

 x 0  و߾ޟ߁ا ّോെၭ ރߢަࡠ  : 2 ;   
ࠏߢࢄ ࡴࡹ انّ :  2اࡦެ ,79 2 ,80  

: ୍ܸ ෷ኃቮ  2,79 0,00077 و 2,80 0,0015   
ೕܸೀ انّ :    2 ,79 2 ,80 0  : ّߖܷن 

2 ,79 2 ,80  
3(ެܸج إࢵܸرةإ ჱީࢲ x  
 
 
 
 
 
 
 
 

 ።ጒܸ ࢑஋ॅء اࡦޯ  :ا    x 1f x 2x 1 e   و   
  2

2 x 1g x
x x 1


 

 و 

 f gD D D ;     
1 

x
lim f x


  

  x 1
xx x
xlim f x lim 2 0
e
e e 

 

 
   

 
 

 ౭ౄه ރݐ ༩ܸစࠣإ ێ fدراࢲ ᐮܸ᏶ا౭ౄࡠ ၱ߁ول ރݐຘ๽ఱఝو 
    x 1f x 3 2 x e     
ࣀެߢࠣ : إࢵܸرة଍ଉا  3f x 0 x 2

     

وᓕࢵܸرة  f x إࢵܸرة ።ፒ 3 2 x 
 
 
 

ࡴܸ f સૄၫوࡴީࠟ ೕܸೆ لࡴ౫౑ا਑৯ة  സܸലമ3ا; 2
   

و  

ࡴܸ ೕܸೆ ެީܸߕࢤࠣ  لࡴ സܸലമا સૄၫ3 ;2
   

 . 

 ቼቮاኃቮات ا౭ౄၱ߁ول ރݐf 
 
 
 
 
 
2(ໝແࠏީޟ ൛ީᒎᐺ ّت أن ୊ܸงإ fC و gC  ܸࢲ የܸዧ

ᇱᆚ౭౑ࡴࣀ T  ቼቴ ߢ࣍ࠣ ذات اࡦߣܸ࢟  . ።ጼ1 اࡦީ

 ।्ت أنّ ݶࡐ ୊ܸงإ:    
     

f 1 g 1
....

f 1 g 1


 
  

  

: ୍ܸ ෷ኃቮ      f 1 g 1 1 f 1 1....     

 و  
 

 

2

2

22 x x 1 2 x 1
g x 2

x x 1

  
 

   
 

 
  

وࡴࠟީ :  g 1 1.....   
  ხႻ߱ެ أنّ ا༥஽ ቼቴଵ଩ଠߢߢࠣ ߖݕോെ ێ و  ࡴࡹ 
ࡷܸس଍ଉا ቼቮد ࡴݕܸد ༩ܸ࿸إ T 

    y f 1 x 1 f 1 x    
  وࡴࠟީ : T : y x 

3(ࡷܸس଍ଉا ᄋ႐ر T སཌࠏ ଍ީଉوا fC :   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

بالجزائر
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4: ّت أن ୊ܸงإ       
2

2x 1 x
f x g x

x x 1


 

 
 

      x 1
2
2x 1f x g x 2x 1

x x 1
e  

   
 

    2 x 1

2

2x 1 x x 1 2x 1

x x 1

e     


 

   2 x 1

2

2 x 1 x x 1 1

x x 1

e        
 

 

 وࡴީࠟ:       
2

2x 1 x
f x g x

x x 1


 

 
 

دراࢲࠣ إࢵܸرة    f x g x  ެܸج ީჱࢲᓕو
࢝ݕޟࠣ اࡦხࢽძޟࠣ ޟໝແީ اࡦࣝ ࠏ ଍ީଉا ໝແݽ fC و gC   

       f x g x 0 2 x 1 x 0    
1x x 1 x2       : ީࠟوࡴ 

           f g
1C C ;0 ; 1;1 ; ;f2    

إࢵܸرة و    f x g x : ߁اء஋ॅ   ።ፒ إࢵܸرة ا

   2 x 1 x : ّنଘଐ  ࡦܸݧ ߖޟࡐࣝن ا଍ଉߢܸم ౫ౄየዧه ࢲ 
2x x 1 0   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ूب ߾ࢽܸبर࣍ ଍ଉࠓ࢑ݳࠣ ا ࡦެܸ ᇱᇊࡴࡠ ݽ ) ᄠܷࢲެݕࡷܸل اࡦެ

ቼቮକଐ਑৶x   : اࡦݕ߁د 
x

1
f t dt 

ࣰࣴ أنّ :   ހݕ

       
b

b
a

a
u t v t dt u t v t        

   
b

a
v t u t d t .....   

 
 

 
 

u t 2t 1 u t 2
t 1 t 1v t v te e

             
 

።ጼ ࢘ݕࣝݶ ࡦެܸ  ༩ဂ߁ :  ݽ

   
x

1

xt 1f t dt 2t 1
1

e       

x

1

t 12 d te   

 
xt 1 t 11 2t 2
1

e e        
 

 
x

1
t 12t 1 e      

 

   x 12 x 1 3e      

وࡴࠟީ :    
x

1

x 1f t dt 2x 1 3e     

ࠣၭܸࢽ଍ଉ߾ࢽܸب اA:  ࠣ ߢީࣇا଍ଉݕ࢓ߖ ࠣ اࡦ ၫࣝ ࡷੈੂ ਭ  M x;y

ي :  ࡴࡹ ا଍ଉࢽࣝެ   
1 x 2
g x y f x
 

  
 

        
2 2 2

1 1 1
A f x g x dx f x dx g x dx     

 
 2

2

2 x x 12x 1
1 x x 11

2x 1 3 dxe


  
 

     
   

    2x 1 2
1

2x 1 3 ln x x 1e          
 

15 3 ln 3e     
 وࡴࠟީ :  5A 3 ln 3 u.ae   

 

بالجزائر

الرياضيات 
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ࡦܸݜ :  ࢑஋ॅء اࡦޯ  ߾ࢽܸب ോᇦᆚّ ࡴࡹ:1ا f x و
       4 3f x ; f x رܸة ໝແዖွ ࡦݕަ ءܸီ   وᓕݎ࣍   nf x

 
 
 

     4 x 1f x 2x 9 e   
: ໝແࠎࡷ اࡦެ

      1 x 1f x 1 2 x 2 1 1 e       

      2 x 1f x 1 2 x 2 2 1 e       

        33 x 1f x 1 2 x 2 3 1 e      

        44 x 1f x 1 2 x 2 4 1 e      

...........................…..................... 
        nn x 1f x 1 2x 2n 1 :ne      

 ހࢢ݇ :  )2

 ቼቴၭ࢓଍ଉاࡴࡹ أၱࡠ :n 1  : ّߖܷن  
     

     

1 x 1
g

1 x 1 x 1
d

T f x 3 2x

T 1 2x 3 3 2x

e

e e

 

   

   

     

gوࡴࠟީ  dT T إذن P 1 ࠣၾޟ༥༣ . 
 ቼቴၭ࢓଍ଉا :ّࠟހߣ࢓ض أހ ᇬᆚ ၱࡠ  ࡴࡹ nࡴࡹ أ
 P n: أي ࠣၾޟ༥༣

        nn x 1f x 1 2x 2n 1 e    
౭ࠤࡹ   أنّ وހో P n 1: ّࠤࡹ أن౭ ༥༣ޟၾࠣ أي ހో 

        n 1n 1 x 1f x 1 2x 2n 3 e     

: ୍ܸ ෷ኃቮ       n 1 nf x f x     

    n x 1 x 11 2 2x 2n 1e e         

     n 1 x 1 x 11 1 2 2x 2n 1e e            
 

   n 1 x 11 2 x 2n 3 e      
:وࡴީࠟ        n 1n 1 x 1f x 1 2x 2n 3 e     

إذن P n 1  ܸࠤن ౭ ༥༣ޟၾࠣ وࡴࠟީ ߾ࢽݧ ࡴަ߁أ اࡦో
 ّ ހܷ ࡦ౭౑ܸاࠂ݇ ߖ ࡠ ᇬᆚࠟ ݽ  ࡴࡹn ࡴࡹ أၱ

   :
        nn x 1f x 1 2x 2n 1 e    

3(: اࡦߣ࢓ض        nn
nu f 1 1 1 2n   

أي :    n 1
nu 1 2n 1  

ቼቮକଐ਑৶ ߾ࢽܸب ݇ࡴ  ࣝع 1u:اസലമࡷ u 
 
 

   11 2 1 2 1          

     11 2 1 2       

وࡴࠟީ :  1u u 2 1 
    

ቼቮକଐ਑৶ ެܸج ჱީإࢲn  ࡷࣝعസലമاnS  :
n 1 2 nS u u ...... u    

nSع ዖࣝಠಚ ࣝ2ࠤ n ࠣ߁دݶၫ ࠣࡦܸޟ ެ ଍ެଉ ߁اၭ  nu:

     n 1 2 3 4 2n 1 2nS u u u u ..... u u      
 
 
 
 

 2 1 1 1 ..... 1      
 n   ࢓ةّ ᚸᚼࡴ      

وࡴࠟީ :  nS 2 n 2n   

nإذن : 1 2 nS u u ..... u 2n    

 بالجزائر
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 7112 بكالوريا الحل المفصل لاختبار الرياضيات شعبة الرياضيات

 الموضوع الأول 

 :التمرين الاول 

تبين أن المستقيمان  (1      لدينا :يتقاطعان في نقطة   ', 
















42

2

2

:

tc

ty

tx

من المعطيات نجد التمثيل الوسيطي و    

للمستقيم   
















4'

3'2

1'

:'

tz

ty

tx

. 

نحل الجملة   : اطع التق














4'42

3'22

1'2

tt

tt

tt

يكافئ  














'2

342

122

tt

tt

tt

و منه  














'2

55

33

tt

t

t

إذن  








2'

1

t

t
بالتعويض في  

المستقيمان يتقاطعان في نقطة وحيدة هي  أن  إحدى التمثيلين الوسيطين نجد 2;1;1 A . 

شعاع توجيه  (7   هو 2;1;1 v  شعاع توجيه المستقيم و  '   هو 1;2;1u و منه المستوي P  المعين

بالمستقيمين  يشمل النقطة    2;1;1 C   تمثيله الوسيطي هوIRtIRt

ttc

tty

ttx
















',:

22'

1'2

1'

. 

: ادلة ديكارتية لهذا المستوي استنتاج مع

 
 
 














3............22'

2...........1'2

1...........1'

ttz

tty

ttx

يكافئ 

   
 
 














3........22'

2........1'2

21'......

ttz

tty

tyx

و منه  

 
 














3........22'

12

'

ttz

tyxy

yxt

و منه 














2224

12

'

yxyxz

yxt

yxt

  

المعادلة الديكارتية لــ  و منه P 035      هي  zyx. 

تبين أن  (3 S Nطح كرة           لتكن س   منتصف القطعة المستقيمة      AB  2022لدينا  BMAM يكافئ

    20
2

2  NMBNNMAN  20.2.2و منه نجد 2222  NMBNNMBNNMANNMAN   

BNANبما أن   0و    BNAN   2022تصبح المعادلة 22  NMAN 22و منه 10 ANNM  

   







 

2

24
;

2

13
;

2

11
N و منه   3;1;0 N إذن      632111

222
AN 

22 10 ANNM  6102يعني     NM   42و منه NM 2إذنNM  مجموعة النقط S  هي سطح كرة مركزه

N   7و نصف قطره . 

تحديد الوضع النسبي للمستوي  (4 P  و سطح الكرة S  نحسب البعد بينN  منتصف القطعة المستقيمة AB  و

المستوي    
     

0
1925

31305
; 




PNd  و منه المستوي و  سطح الكرة يتقاطعان وفق دائرة مركزهاN  و

  تسغنمت – دمحأ ليلاوج ذاتسلاا                                                                           7نصف قطرها 
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 :التمرين الثاني 

نعتبر  (1 Eyx .......27220104  

لدينا    114و   71حساب القاسم المشترك الأكبر للعددين  - أ    426;54104;20  PGCDPGCD    

فإن المعادلة  727 قاسم للعدد 4بما أن  E  تقبل حلولا في مجموعة الاعداد الصحيحة. 

إثبات انه إذا كانت الثنائية  - ب yx;  حل للمعادلة E  فإن 53x  

لدينا  E  27220104تكافئ  yx  نه و م 5272104 x أي ان 524 x و 514   منه 52 x  أي

ان 52x  و 532  منه 53x  و هو المطلوب. 

 53x  يعني ان kkx :53 التعويض في ب    E  نجد  2722035104  yk   و منه   

yk 2040520   أي ان kky :226  مجموعة الحلول هي    

   kkkS :226;35. 

تعيين العددان  (7 لدينا   و
4

011   و
6

011   يعني ان










432

5432

6661

44441




و  

129721636102532016منه    27220104 أي ان       و منه من حلول  المعادلة    E 

نستنتج ان 








226

53

k

k




علما ان العددان    و منه  4أقل تماما من  و









2

3




.  

2017663621:    حساب   432  . 

 أوليان   1111و  7112التحقق من أن العددان  (3

 42 41 32 31 71 73 11 12 13 11 2 5 3 7 يقبل القسمة على  7112العدد 

 لا لا لا لا لا لا لا لا  لا لا لا لا لا الاجابة   

 .        عدد أولي  لان  7112و منه   

 32 31 71 73 11 12 13 11 2 5 3 7 القسمة على  يقبل 1009العدد 

 لا لا لا لا لا لا  لا لا لا لا لا الاجابة   

 .        عدد أولي  لان  1009و منه 

abتعيين  ;  :d dmقاسم للعددين      و منه فإن القيم   7112أي قاسم للعدد  dm2و منه فهو قاسم للعدد   ;

  7112او   1هي  dالممكنة لـــ

  1لماd   201712فإن m  و منه 

1009
2

2018
m  و  عدد اولي  1111بما انabdm     الثنائيات إذن1009abو منه    ba هي  ; 1009;1 

و  1;1009 

201720172فإن   2017dلما  m  2017و منهm    22017و  منهab الثنائية إذن    ba هي  ;

 2017;2017  
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  :التمرين الثالث 

 حل المعادلة    (1   082222 2  zziz  فيℂ   المعادلة تكافئ
 

 







2....0822

1......022

2 zz

iz
أي 

 







1....0822

22

2 zz

iz
نحسب مميز المعادلة   1  و هو    243288422

2

  للمعادلة حلين هما











62

62

2

1

iz

iz
حلول المعادلة هي . 















62

62

22

2

1

0

iz

iz

iz

 

ABCكتابة  -أ (7 zzz 228على الشكل الأسي  ;; Az و منه
i

A eiz 322
2

3

2

1
22











 

i

AB ezz 322




    و izC  و منه    22Czو منه 12
i

C eiz 422
2

1

2

1
22












. 

22بما ان  CBA zzz ABCو منه النقط    ;;  تنتمي الى الدائرة     التي مركزهاO و نصف

 .22قطرها 

التي يكون من أجلها العدد المركب nتعيين قيم العدد الطبيعي -ب

n

C

A

z

z










  تخيلي صرفا  

لدينا
i

i

i

C

A e

e

e

z

z
12

7

4

3

22

22


















12و منه   

7 nn

B

A e
z

z









kعدد تخيلي صرف يعني ان   

n





212

7
عدد kو   

صحيح  و منه بالضرب في 


12
kn نجد      1267  أي ان    1267 n   نجد  5و منه بالضرب في

 123035 n  أي 126n  أي 126n    و منه 126n  126'إذن kn   .عدد طبيعي  k'و   

Cالتحقق  -ج تنتمي الى     :    











B

A
CC

z

z
kzz   يعني

0











B

A

z

z
k   0ومنهk Cو منه    بما انه عدد من       

تنتمي الى  . 













B

A
C

z

z
kzz  يعني ان












B

A
C

z

z
kzz   و منه

i

C kezz 3

2

 و منه   
i

C kezz 3

5

  أي ان

  "2
3

5
arg kzz C 


 عدد صحيح مجموعة النقط  k"و   

   هي نصف مستقيم. 

و زاويته   2هو تشابه غير مباشر  نسبته  rhتعيين طبيعة التحويل  (3
3

2
 Oو مركزه  

و زاويته  7هو تشابه مباشر نسبته )  
3

5
  تسغنمت – دمحأ ليلاوج ذاتسلاا                        ( . Oو مركزه    
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صورة الدائرة    بالتحويلrh  هي دائرة مركزهاO  و نصف قطرها هو  24222 . 

 :التمرين الرابع 

    123 2  xexxxf 

: حساب النهايات  -أ -1     



13limlim x

xx
exxf و   .    0limlimlim

1

3
13 








 xx

x

xx e

x
exxf     . 

فقي للمنحنى معادلة للمستقيم المقارب الأ 0yو  منه  
fC   جهة. 

إثبات أن عبارة المشتقة  هي -ب        12 45'  xexxxxf : 

 نحسب  المشتقة       12312 243'   xx exxexxxf و منه       123 45'  xexxxxf  أي ان

    12 45'  xexxxxf  محققة. 

إشارة :   fاستنتاج اتجاه تغير الدالة  xf من إشارة  ' 452  xxx   

لدينا  452  xx  14له جذرين هما    و

 4 1   0   x 

اشارة  +                 +  1ـــ            1 +  452  xx 

 xاشارة  ــ        1+                 +                  +               

اشارة  ـــ        1+               1ـــ            1+                    xf ' 

متزايدة على المجالين  fو  منه  1;0  و  ;4    متناقصة على المجالين 0;  و 4;1. 

 :جدول التغيرات 

       4  1         0                  x 

  ـــ         1+                 1ــ               1+                  xf ' 

0                                  1                                          

 

               332  e                                 1 

 xf 

كتابة معادلة  -7 T  المماس للمنحنى 
fC   هي   7النقطة ذات الفاصلة في    222' fxfy  

  142'  ef و      02 f و منه معادلة المماس T     هي
e

x
e

y
84

   . 

3- h دالة  معرفة على ;0  بــ  4. 22  xexxh 

h  :دراسة تغيرات الدالة     2222 2..2'   xxx exxexexxh إشارتها من إشارة x2 

و منه فهي موجبة على المجال  2;0  و سالبة على المجال ;2 متزايدة على  hو منه الدالة    

جال الم 2;0  و متناقصة على المجال ;2 و لدينا  02 h  إذن  02 h و منه قيمة حدية كبرى

 xh سالبةإشارتها . 

 تحديد  وضعية  
fC  بالنسبة إلى T  على المجال ;0: 

    11121311123 84.2.842   exeexexexeexxyxf xxx  و  منه

     424.8.2.4. 221221112113   xxxx exeexxeeexexexyxf أي ان 
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     122 24.   exexyxf x   أي ان     12  exxhyxf  بما أن إشارة xh سالبة ومنه  

من إشارة   ة الفرق اشار 2x  أي ان 
fC يقع فوق Tعلى المجال 2;0  و 

fC  يقع تحت T على

المجال  ;2 و يتقاطعان في النقطة ذات   

 . 7الفاصلة 

رسم المنحنى البياني  -4 
fC س و المما T   : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :المناقشة بيانيا  -5

المعادلة          Exmxf ......2  حلها هو ايجاد فواصل نقاط تقاطع 
fC و المستقيم m; ذو المعادلة

 2 xmy. 

لما 









e
m

4
; نلاحظ أن    

fC  و m;  يتقاطعان في نقطة وحيدة و منه للمعادلة E  .حل وحيد    

لما 







 0;

4

e
m نلاحظ أن    

fC  و m;  و منه للمعادلة  اطنقثلاثة يتقاطعان في E  .ولحلثلاثة    

0mلما  نلاحظ أن    
fC  و m;  يتقاطعان في نقطتان و منه للمعادلة E  .حلين    

لما   ;0m نلاحظ أن    
fC  و m;  يتقاطعان في نقطة وحيدة  و منه للمعادلة E  .حل وحيد     

لدينا  -6  









x
fxg

1
بوضع    (1)من السؤال رقم     

x
t

1
  

0limو منه  


t
x

و   



t
x 0

lim  نجد    0limlim
0





tfxg

tx

و         0limlim
0




tfxg
tx

. 

  هي :    المشتقة   









x
f

x
xg

1
'

1
'

2
و منه     

1
1

23
4

1
5

11
'











 xe

xxx
xg أي   

   
1

1

2

5
451

1
'



 xexx
x

xg و اشارته منه اشارة    2451 xx   و  1و لها جذرين هما
4

1
 

متزايدة على المجال gو منه







1;

4

1
و متناقصة على المجالين    








;1;

4

1
;0  

و       4
4

1
,11 fgfg 








 
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 gجدول تغيرات الدالة 

       1    
4

1
          0 

x 

 ــ            1+                1ــ                  xg' 

                    1                                        0                                  

 
 

   1                              332  e                                              

 xg 
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 الموضوع الثاني 

 :التمرين الاول 









 87

1

1

0

nn uu

u
 

n  :473البرهان بالتراجع انه من أجل كل عدد طبيعي  (1 1  n

nu   

3473التحقق  1

0 u  3133و 0 u   محققة 

473نفرض صحة   1  n

nu    473و لنبرهن صحة 2

1  



n

nu 

473 1  n

nu  و   8733 1  nn uu ان أي     24373 1  nn uu   و منه  244773 1

1  



n

nu ن أي ا

242873 2

1  



n

nu  473أي ان 2

1  



n

nu  و هو المطلوب 

n  :473إذن من أجل كل عدد طبيعي  1  n

nu    

حساب المجاميع    -أ (7 17
6

1

17

17
7...7771 1

1
32 




 


n

n
n

nS  . 

 nn uuuuuS  ...' 3210 nnيكافئ     uuuuuS 3...3333'3 3210   473و 1  n

nu  و منه 

       47...474747'3 132  n

nS يكافئ   أن       147...777'3 1   nS n

n
هذا يعني ان  

 147'3  nSS nn  و  منه 1
3

4

3

7
'  nSS nn يكافئ      1

3

4
17

18

7
' 1   nS n

n  أي ان

18

31

3

4

18

7
'

2




nS
n

n. 

لدينا من ما سبق -ب        
18

31

3

4

18

7
'

2




nS
n

n 31247نجد  18في  بالضرب
18

31

3

4

18

7
18'18 2

2









 



nnS n
n

n 

18'31247أي أن  2   nS n

n  و هو المطلوب. 

n7بواقي قسمة  nدراسة حسب قيم العدد الطبيعي ( أ (3   5على    

 5170  و 527   و 5472   و 5373   و 5174   و منه بواقي قسمةn7 تشكل متتالية دورية و  5على    

  4دورها 

n7باقي قسمة  nلما  5على      .1هو    k4يكتب على الشكل      

n7باقي قسمة  nلما  5على     14يكتب على الشكل       k    7هو. 

n7باقي قسمة  nلما  5على     24يكتب على الشكل       k    4هو. 

n7باقي قسمة  nلما  5على     34 يكتب على الشكل       k    3هو. 

أي ان   5قابلا للقسمة على  nS'حتى يكون  nتعيين العدد الطبيعي ( ب 50'nS  أوليان 5و   11بما ان العددان 

فيما بينهما نجد أن   50'nS   يكافئ 50'18 nS  أي ان 5031247 2  nn  

لدينا   51731247 22   nn nn  لأن   51315124   و

  لماkn 4 فإن     514431247 2  knn

أي ان    53431247 2  knn
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'nS  يعني ان  5يقبل القسمة على 5034 k و منه 524 k  أي ان 52 k  و منه 52k  إذن 53k  و منه 

"53 kk   2012"بالتعويض  نجد kn   و"kعدد طبيعي . 

  14لما  kn فإن     5114331247 2  knn

أي ان    53431247 2  knn

   

'nS  يعني ان  5يقبل القسمة على 5034 k و منه 524 k  أي ان 52 k  و منه 52k  إذن 53k  و منه 

"53 kk   2012"بالتعويض  نجد kn   و"k عدد طبيعي. 

  24لما  kn فإن     5124131247 2  knn

أي ان    52431247 2  knn

   

'nS  يعني ان  5يقبل القسمة على 5024 k و منه 534 k  أي ان 53 k  و منه 53k  إذن 52k  و منه 

'52 kk   2010'بالتعويض  نجد kn   و'kطبيعي عدد 

  34لما  kn فإن     5134231247 2  knn

أي ان    51431247 2  knn

   

'nS  يعني ان  5يقبل القسمة على 5014 k و منه 514 k  أي ان 51 k  و منه 51k إذن  54k  و منه 

054 kk   02019بالتعويض  نجد kn   0وkعدد طبيعي 

 : ني التمرين الثا

تعيين المعادلة الديكارتية للمستوي  (1 P   لدينا

 
 
 














3..........143

2.........343

1......22







tz

ty

tx

بطرح   3  من 2  2نجد zy  هي

المعادلة الديكارتية للمستوي  P . 

0لدينا -أ (7
4

3
sin2cos2222  zyxzyx  0يكافئ   

4

3
sin2cos2 222  zzyyxx    

أي ان     0
4

3

4

1

2

1
sinsincoscos

2

2222









 zyx  و هذا يكافئ   

    2
2

1
sincos

2

22









 zyx   و منه E سطح كرة  مركزه     









2

1
;sin;cos w  و نصف

 .  2قطره 

دراسة الوضع النسبي بين -ب E  و P  

نحسب المسافة بين  P  و








2

1
;sin;cos w  و هي 

2

2

3
sin

2

2
2

1
sin

;











 Pwd 
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 :المناقشة 

  لما  2; Pwd  2يعني ان
2

2

3
sin





2يكافئ 
2

3
sin  فئ  يكا  

















2
2

3
sin

2
2

3
sin





و منه او

















2

7
sin

2

1
sin





 او

أي ان 
2

1
sin  لان المعادلة الثانية لا حل لها و   

2

1
sin  يعني أن طى في المجال المُع

6


   في هذه الحالة

 E  و P  متماسان في نقطة 

  لما  2; Pwd  2يعني ان
2

2

3
sin





2يكافئ 
2

3
sin2    أي ان

2

1
sin

2

7
   أي ان

2

1
sin1  ي ان أ










6
;

2


     في هذه الحالة P و E  متقاطعان في نقطتين 

  لما  2; Pwd   يعني ان









2
;

6


   في هذه الحالة P و E  غير متقاطعان . 

ماس يعني ان حالة الت (3
6


   و منه















2

1
;

2

1
;

2

3
w المستوي  و   2:  zyP  شعاعه الناظيمي هو  

و هو شعاع توجيه المستقيم                    D IRtو منه التمثيل الوسيطي للمستقيم هو   

tz

ty

x























:

2

1

2

1

2

3

 

I   نقطة تماس P  و E  هي نفسها نقطة تقاطع المستقيم D  و المستوي P 

2بتعويض التمثيل الوسيطي في المعادلة الديكارتية نجد 
2

1

2

1
 tt  1أيt قطة التماس هي و منه ن
















2

3
;

2

1
;

2

3
I. 

 :التمرين الثالث 

I)  كتابة العدد
2

2

5








 i iiiعلى الشكل الجبري        5

4

21
15

4

25

2

5
2









   

i5و منه الجذران التربيعيين للعدد المركب  
4

21
  هما








 i

2

5
و  








 i

2

5
. 

II) 42نا لدي
2

3


i

A ez  izBو  
2

3
 ACو   zz   وizI  

iiiez:  الكتابة  على الشكل الجبري    (1
i

A 









2

5
1

2

3

4
sin

4
cos2

2

3
2

2

3
4



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iiiezz
i

AC 




























2

5
1

2

3

4
sin

4
cos2

2

3
2

2

3
4




 

 

 على الشكل الأسي للعدد المركب    كتابة  (7
ii

ii

zz

zz

BA

BC

2

3

2

5
2

3

2

5









هذا يعني  

i

i

zz

zz

BA

BC

2

5

2

5
2

5

2

5








و منه  

  
  

2

2

2

11

11

1

1


i

BA

BC ei
i

ii

ii

i

i

zz

zz















2أي  


i

BA

BC e
zz

zz





  

مما سبق نستنتج أن    kkBCBA :2
2

; 


BCBAو     و منه المثلثABCقائم فيB  

 .و متساوي الساقين  

Sالتشابه  (3   :  BBS  و      IAS  

bazzهي من الشكل  Sكتابة العبارة  المركبة للتشابه  ( أ ' حيث    

 
   2

1

11

1

1

2

5

2

5
2

5

2

3

2

5
2

3

























i

ii

ii

i

i

i

i

ii

ii

zz

zz
a

BA

BI 

iiii
i

iazzb BB
4

3

4

3

4

3

4

3

2

3

2

3

2

1

2

3

















 
 

iz
i

z
4

3

4

3

2

1
' 


  .هي العبارة المركبة   

هي  S و منه نسبة التشابه
2

2

2

1

2

1

2

1
22




















 i
حيث   و زاويته هي      









































































2

2

2

1

2

2

2

1

sin

2

2

2

1

2

2

2

1

cos





و منه     
4


  

معرف كما يلي  nTالتحويل -ب                  
nمرة

n SSSSST  ....   هو تشابه زاويته هي   
4




n
n  و  مركزهB 

تحاكي لما nTيكون  kk
n

:
4




أي ان   kkn :4  و نسبته  Bو هو التحاكي الذي مركزه     























4
cos

2

2 n
n
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 :التمرين الرابع 

I)  لدينا   x
x

xg ln
1
 . 

g    :دراسة اتجاه  تغير الدالة  (1 
xx

xg
11

'
2
   و هي موجبة على ;0 و منهg على    ةصقانتم

 ;0 

إثبات أن للمعادلة  (7  0xg  حل وحيد في المجال 77,1;76,1   :    006,077,1002,076,1  gg 

متزايدة و مستمرة على  gبما أن الدالة  77,1;76,1  و    077,176,1  gg  فحسب نظرية القيم

المتوسطة  المعادلة   0xg  تقبل حلا وحيدا جال في الم 77,1;76,1. 

  gإشارة الدالة 

  0 x 

إشارة  +   1 ـــ  xg 
 

II)    لدينا
 

 















00

0:
ln

1

f

x
xx

x
xf

 

fإثبات أن  (1 على اليمين    1مستمرة عند      00
ln

1
lim

ln

1
limlim

000

f
xxx

x
xf

xxx










ومنه الدالة  

 .1مستمرة على يمين 

حساب النهاية 
 








 xxxxx

x

x

xf

xxx ln

1
lim

ln

1
limlim

0
2

00
لأن )   






0lnlim
0

xx
x

 (.حسب النهاية بالمقارنة  

التفسير الهندسي للنتيجة هو أن المنحنى  
fC زي لحامل محور التراتيب على يمين  النقطةيقبل مماسا موا 0;0O  

إثبات إن   (7 
 

 2ln
'

xx

xg
xf


   : لدينا على المجال ;0     

 
   

 2ln

1
1

1ln

'
xx

x
x

xx

xf












   أي ان 

  

 2ln

11
ln

'
xx

x

xx
xx

xf





 و منه

 
     222

2

ln

ln
1

ln

1
ln

ln

1
ln

'
xx

x
x

xx

x
xxx

xx

x

x
xx

xf















  أي أن 
 

 2ln
'

xx

xg
xf


 المطلوب  و هو. 

حساب النهاية  (3  1
ln

1

1
1

lim
ln

1
limlim 













x

x
x

xx

x
xf

xxx
0لأن  

ln
lim 

 x

x

x
0و  

1
lim 

 xx
 . 

من ما سبق نستنتج أن  المنحنى :  التفسير الهندسي  
fC  1يقبل مستقيم مقارب  أفقي  معادلتهy . 
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 جدول تغيرات الدالة  

  0 x 

 +            1 ـــ  xf ' 

      f  

 
 

1 0 

 xf 

hالدالة   (4 المعرفة على    ;0 بــ     xxxh ln   

موجبة على المجال   hإثبات أن ( أ ;0   لدينا 
x

x

x
xh

11
1'


   و منه إشارة xh'  1(من إشارة( x  و هي

وجبة على المجال م ;1 و سالبة على المجال    1;0    و منهh جال متزايدة على الم ;1  و متناقصة على

المجال  1;0 و  11 h ل عدد حقيقي هي قيمة حدية صغرى و منه  من أجل كx من   ;0  فإن  0xh. 

لدراسة وضعية  
fC  بالنسبة إلى       نحسب إشارة الفرق 

xx

x

xx

x
yxf

ln

ln1
1

ln

1









  

  xln1و منه إشارته من إشارة 

0ln1  x  يكافئ أن
e

x
1

 0ln1و      x  يكافئ أن
e

x
1

    

 
e

1
 0 

x 

  إشارة ــ 0 +   yxf  

 
fCقوف عقي    

fCتحت عقي    

 
 

fCعطقي    

  ةيعضولا

 ىنحنملا مسر ( ب 
fC :  

 

 

 

 

 

 

 

 انيدل (5   
x

dttfxF
1

   

1x :  يقيقح ددع لك لجأ نم نأ تابثإ -   fxf
x

1
1

  

  انيدل  ينايبلا ىنحنملا نم وا تاريغتلا لودج نم f نا أي ىربك ةيدح ةميق     1........fxf     

  نإف 1x يقيقح ددع لك لجأ نم انيدل و
xx

x

x

x

ln

11







 نا أي      2........

1
1 xf

x
   

 تسغنمت – دمحأ ليلاوج ذاتسلاا
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 نم 1  و 2  1 يقيقح ددع لك لجأ نم هنأ دــــجنx :    fxf
x

1
1

 . 

 ـــل يسدنهلا ريسفتلا   
e

dttfeF
1

ىنحنملاب ددحملا يوتسملا زيحلا ةحاسم يه و  fC  ناذللا ناميقتسملا و  

1x  معادلاتهما ex و    . 

 رصح - eF  :  

1x :  يقيقح ددع لك لجأ نم انيدل   fxf
x

1
1

  :  دجن ةلماكملا هنم و     









eee

dxfdxxfdx
x

111

1
1

   

 نا أي      1ln 1  efeFxx
e

 هنم و     1 efeFe  
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 �نویة العق�د سي الحواس �سكرة

 2018�كالور� دورة جوان 

 ادة: ر�ضیاتـــــالم                                             

 الشعبة: ر�ضیات                                             

 تمادة الر�ضیا خ�بارلإتصحیح مفصل 

  :وضوع الأولتصحیح الم

  :تمر�ن الأولتصحیح ا�

 ) إ�ادة ر�� الشك� و��ثيل �ليه ا��دود ا��ربع ا��و�ى: 1

 

أي متقاربة ��و فاص�� نقطة  -1ومتقاربة ��و التخم�ن: من ���ل الشك� يتضح لنا أ��ا متتالية م��ا��ة ��اما  •

  التقاطع مع ا��نصف ا��ول.

3فإن :  n) ال��هان بال��اجع أنه من أ�ل ك� �دد طبي�� 2 1nu− ≤ − : 

https://www.facebook.com/groups/algerieeducation/

7



03��د  n=0* ا��اصية ا��بتدائية: من أ�ل  3 1u− ≤ = − −  إذن هذه ا��اصية ��ققة من أ�لn=0. 

3أي  p* ا��اصية الوراثية: نفرض أن ا��اصية ��ققة من أ�ل ك� �دد طبي��  1pu− ≤ −  ��� ون��هن

13أي لن��هن أن  p+1����ا من أ�ل  1pu +− ≤ −  : 

[م��ا��ة ��اما ��� ا���ال  fلنا ا��ا��  [; 1−∞ من ا���ال  2xو  1xأي ��فظ ال��تيب أي ��ما ك�ن العن��ان  −

] [; 1−∞ 1فإن  − 2x x x≤   1يك��يء 2( ) ( ) ( )f x f x f x≤  )..............1( 

)لنا  )1p pu f u+ )و حسب الشك�  = 1) 1f − = )و  − 3) 2,5f − = − ).......2( 

3و حسب فرضية ال��ا�ه  1pu− ≤ − )............................................3( 

)) ��د 3) و (2) و (1من ( 3) ( ) ( 1)pf f u f− ≤ −  12,5أي 1pu +− ≤ −   أي

13 2,5 1pu +− ≤ − ≤ −  ومنه فإن ا��اصية ��ققة من أ�لp+1. 

3فإن :  nا��ستنتاج: من ���ل ما سبق ��تنتج أنه ��ما ك�ن العدد الطبي��  • 1nu− ≤ −. 

)فإن :  n) أ) تبي�ن أنه من أ�ل ك� �دد طبي�� 3 )1
31 1
4n nu u+ + ≥ + : 

لنا 
2 2

1
1 1 2 21
1 1 1

n n
n n

n n n

u uu u
u u u+

+ − +
= = = + +

− − −
  

و 

( ) ( )

( )( )
( )

1
3 2 31 1 1 1 1
4 1 4

3 1 1 3 0
4 1 1 4

n n n n
n

n n n n

n n

u u u u
u

u u u u
u u

+ + − + = + + + − +
−

+ +  + + = = ≥  − −   

  

3ذل� ��ن  1nu− ≤ −  3إذن 0nu + 1و  ≤ 0nu + 1وأيضا  ≥ 0nu − ≤  

)إذن  )1
31 1 0
4n nu u+ + − + )ومنه  ≤ )1

31 1
4n nu u+ + ≥ +  . 

فإن :  nأنه من أ�ل ك� �دد طبي��  ب) إستنتاج
31 2
4

n

nu  + ≥ −  
 

 : 

)و�دنا سابقا أن :  )1
31 1
4n nu u+ + ≥ )وهذا يع�ي   + )1 0

31 1
4

u u+ ≥ )و  + )2 1
31 1
4

u u+ ≥ و  +

( )3 2
31 1
4

u u+ ≥ )و ....  و + )1 2
31 1
4n nu u− −+ ≥ + ( )1

31 1
4n nu u −+ ≥ وحسب ا��اصية  +
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3
4

a b≥  و
3
4

b c≥  تعطي لنا
3 3
4 4

a c≥ )��د   × )0
3 3 31 ... 1
4 4 4n

n fois

u u+ ≥ × × × +


أي  

31 2
4

n

nu  + ≥ −  
 

 وهو ا��ط��ب. 

لنا 
31 2
4

n

nu  + ≥ −  
 

2وو�دنا سابقا أن   1 0nu− ≤ +   أي
32 1 0
4

n

nu − ≤ + 
 

  وحسب

)م��هنة  ال��اية با��قارنة أو با���� ��د  )3lim 2 lim 1 0
4

n

nn n
u

→+∞ →+∞

  − ≤ +  
   

   ومنه

( )0 lim 1 0nn
u

→+∞
≤ +   أي( )lim 1 0nn

u
→+∞

+ limومنه  = 1nn
u

→+∞
=  وهو ا��ط��ب. −

0) نضع: 4 1 ...n nS u u u= + + + : 

)فإن:  n* تبي�ن أنه من أ�ل ك� �دد طبي��  ) ( ) ( )
1

0 1
38 1 1 1 ... 1 0
4

n

nu u u
+   − ≤ + + + + + +  

   
 : 

n :1nu��بنا من أ�ل ك� �دد طبي��  −   1أي 0nu +    0ومنه 1 0u +    1و 1 0u +  و و...

1 0nu +   و ���وع أ�دا سالبة �دد سالب إذا( ) ( ) ( )0 11 1 ... 1 0nu u u+ + + + + + < )............1( 

وو�دنا سابقا أن 
31 2
4

n

nu  + ≥ −  
 

 أي  
0

0
31 2
4

u  + ≥ −  
 

و  
1

1
31 2
4

u  + ≥ −  
 

و ....و  

31 2
4

n

nu  + ≥ −  
 

با���يع طرف إ�ى طرف ��د :  

( ) ( ) ( )
0 1

0 1
3 3 31 1 ... 1 2 ...
4 4 4

n

nu u u
      + + + + + + ≥ − + + +      
       

  

و 
0 13 3 3...

4 4 4

n
     + + +     
     

وأسا��ا  1�د ��تتالية هندسة �دها ا��ول  n+1هو ���وع   
3
4

فن�د  

1

0 1 1
31

3 3 3 34... 4 1
34 4 4 41
4

n

n n

+

+
 −            + + + = = −                  −  
 

بالتعويض ��د  
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( ) ( ) ( )
1

0 1
31 1 ... 1 8 1
4

n

nu u u
+  + + + + + + ≥ − −  

   
أي 

( ) ( ) ( )
1

0 1
31 1 ... 1 8 1
4

n

nu u u
+  + + + + + + ≥ −  

   
 )....................2( 

)) ��تنتج أن 2) و (1من ( ) ( ) ( )
1

0 1
38 1 1 1 ... 1 0
4

n

nu u u
+   − ≤ + + + + + +  

   
 .وهو ا��ط��ب 

)��ينا  • ) ( ) ( )
1

0 1
38 1 1 1 ... 1 0
4

n

nu u u
+   − ≤ + + + + + +  

   
   ومنه

1

0 1 2
1

38 1 ... 1 1 ... 1 0
4

n

n
n fois

u u u u
+

+

   − ≤ + + + + + + + +  
   





أي  

138 1 1 0
4

n

nS n
+   − ≤ + +  

   
  ومنه

138 1 1 1
4

n

nn S n
+   − − − ≤ − −  

   
  

)و�إد�ال ال��اية ��د  )
13lim 8 1 1 lim lim 1

4

n

nn n n
n S n

+

→+∞ →+∞ →+∞

    − − − ≤ − −   
     

  فن�د

lim nn
S

→+∞
−∞ ≤ −∞  ومنهlim nn

S
→+∞

= −∞ . 

  :تمر�ن الثانيتصحیح ا�

 ليست �ي إستقامية: Bو  O  ،A) تبي�ن أن النقط 1

( )1;1;3OA


  ،( )1;0;2OB


ن��حظ أن  
1 0 2
1 1 3
≠ OAإذن الشعا��ن  ≠



OBو  


��� ��تبط�ن خطيا ومنه  

 ليست �ي إستقامية. Bو  O  ،Aفالنقط 

)ب)  )2;1; 1n −


)شعاع ناظمي ل��ستوي   )OAB  :معناه. 0n OA =
 

.و   0n OB =
 

  :

( ). 2 1 1 1 1 3 0n OA = × + × + − × =
 

)و   ). 2 1 1 0 1 2 0n OB = × + × + − × =
 

)إذن   )2;1; 1n −


 

)شعاع ناظمي ل��ستوي  )OAB . 

)معاد�� ا��ستوي  )OAB  �0تكتب من الشكax by cz d+ + + �ي إ�داثيات الشعاع  cو  bو  aحيث  =

 الناظمي.

2ومنه ��د  0x y z d+ − + 2تنتمي إليه إذن ��د  Oوحيث النقطة  = 0 0 0 0d× + − +  d=0ومنه  =
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)اذن معاد��  )OAB  2�ي 0x y z+ − = . 

2 (( )�ي ���و�ة النقط  ∆( ); ;M x y z  :ال�ي ��قق( ) ( )2 22 2 6 11 2 4 5 0x y z x z+ + − + + − = . 

( ) ( )2 22 2 6 11 2 4 5 0x y z x z+ + − + + − معناه:  =
2 2 6 11 0

2 4 5 0

x y z
و
x z

+ + − =


 + − =

  

]ا��ستوي ا���وري للقطعة  ]OA  هو ���و�ة النقط( ); ;M x y z  حيثOM AM=  أي

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 1 1 3x y z x y z+ + = − + − + ومنه  −

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 1 1 3x y z x y z+ + = − + − + 2ومنه ��د  − 2 6 11 0x y z+ + − =  

]و ا��ستوي ا���وري للقطعة  ]OB  هو ���و�ة النقط( ); ;M x y z  حيثOM BM=  أي

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 1 0 2x y z x y z+ + = − + − + ومنه  −

( ) ( )2 22 2 2 21 2x y z x y z+ + = − + + 2ومنه ��د  − 4 5 0x z+ − =  

2وتقاطع هاذ�ن ا���ور�ن هو �ل ���م�� :  2 6 11 0
2 4 5 0

x y z
x z
+ + − =

 + − =

)وال�ي �ي ا���مو�ة   )∆ . 

)تعي�ن ��ثيل وسيطي ل��جمو�ة  • )∆ : 

2لنا  2 6 11 0
2 4 5 0

x y z
x z
+ + − =

 + − =

ومنه  
113 0
2

52 0
2

x y z

x z

 + + − =

 + − =


ومنه  
5 112 3 0
2 2

52
2

z y z

x z

− + + + − =

 = − +


 

ومنه 
3 0

52
2

y z

x z

+ − =



= − +

ومنه   
3

52
2

y z

x z

= − −



= − +

ومنه   
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( )

3
5 5 172 3 2 6 2
2 2 2

y z

x z z z

= − −



= − − − + = + + = +

ومنه   
3
172
2

y z

x z

= − −



= +

 t∈حيث  z=tبوضع  

��د 

172
2
3

x t

y t
z t

 = +


= − −
 =


)وهو ا���ثيل الوسيطي ل��جمو�ة   )∆  

)) ��هان ��ة التك�فؤ التا�ي: 3 )M ∈ ∆    يك��يء( )OM AM BM= = : 

)* لتكن  ); ;M x y z  نقطة من( ي�ن ا���ور�ن للقطعت�ن ومنه  ∆( ]فهي نقطة تنتمي إ�ى ك� من ا��ستو ]OA  و

[ ]OB  : يف ��ور قطعة مستقيمة ��د وحسب تعر
OM AM
OM BM

=
 =

)إذن   )OM AM BM= = . 

يقة �كسية ��د أيضا  )* وبطر )OM AM BM= )معناه  = )OM AM=  وهنا ���و�ة النقطM  نقاط �ي

]ا��ستوي ا���وري للقطعة من  ]OA  �و��ل( )OM BM= ا��ستوي ا���وري  ��ل� نقاط من و���و�ة النقط �ي

]للقطعة  ]OB  

)إذن  )OM AM BM= ي�ن ا���ور�ن و�ي ا���مو�ة �ي النقط ا�� Mمعناه النقط  = )ش���� ب�ن ا��ستو )∆. 

يفا �ي نقطة تقاطع ��اوره و��ينا هنا ��ور�ن متوفر�ن و��ا  OAB��ا أن ���� ا��ا��ة ا���يطة با��ثلث  • تعر

]للقطعت�ن  ]OA  و[ ]OB  إذن �ي ا�د نقاط تقاطع هاذ�ن ا���ور�ن أي �ي نقطة من ا���مو�ة( و�ي  ∆(

)أيضا تنتمي ا�ى ا��ستوي ا���دد ��ذا ا��ثلث إذن �ي أيضا نقطة من ا��ستوي  )OAB  ا��ي معادلته

2 0x y z+ − = : 

)و�ليه  )Ω∈ ومنه:   ∆

172
2
3

x t

y t
z t

Ω

Ω

Ω

 = +


= − −
 =


 ).....................1( 

)وأيضا  )OABΩ∈  :2ومنه 0x y zΩ Ω Ω+ − =  )...........2( 
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)) ��د 2) �ي (1بتعويض ( ) ( )172 2 3 0
2

t t t + + − − − = 
 

4ومنھ   17 3 0t t t+ − − − ومنھ  =

2tنجد  = −  

) ��د: 1بالتعويض �ي (

17 94
2 2

2 3 1
2

x

y
z

Ω

Ω

Ω

 = − + =


= − = −
 = −


أي  
9 ; 1; 2
2

 Ω − − 
 

 . 

  :تمر�ن الثالثتصحیح ا�

(I  :��ل ا��عاد�( ) ( )( )2 22 2 2 sin 1 0z z z zθ− + − + = . 

( ) ( )( )2 22 2 2 sin 1 0z z z zθ− + − + 2ومنه إما  = 2 2 0z z− + =  :

( )224 8 4 4 2 2i i i∆ = − = − = = → ∆ 1ومنه  =
2 2 1

2
iz i+

= = و  +

2
2 2 1

2
iz i−

= = − . 

)أو :  )2 2 sin 1 0z zθ− + =  :

( ) ( ) ( )22 2 2 2 24sin 4 4 sin 1 4 cos 4 cos 2 cos

2 cos : ;
2 2

2 cos
2 cos : ; ;

2 2

i i

i
i

i

θ θ θ θ θ

π πθ θ
θ

π πθ θ π π

∆ = − = − = − = =

  ∈ −    → ∆ = = 
   − ∈ − −       



  

)و�ي ك�تا ا��الت�ن ا��عاد��  )2 2 sin 1 0z zθ− + تقبل �ل�ن م��افق�ن ��ا:  =

3
2sin 2 cos sin cos

2
iz iθ θ θ θ+

= = 3و  +
2sin 2 cos sin cos

2
iz iθ θ θ θ−

= = −  

)إذن من ���ل ما تقدم ��د أن ل��عاد��  ) ( )( )2 22 2 2 sin 1 0z z z zθ− + − + أربع ���ل و�ي : =

}{1 ;1 ;sin cos ;sin cosi i i iθ θ θ θ+ − + − . 

(II 1:����ابة ا���داد ��� الشك� ا�� ( 
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55 5 2
4 4 44 4 42 2 2 2 2 2

i i ii i ii
Az e e e e e e e

π π ππ π ππ π π π
π

     + + + +     
     = − = = = = =  ،

42 21 2 2 cos sin 2
2 2 4 4

i

Bz i i i e
ππ π −      = − = − = − + − =           

  ،

2sin cos cos sin
2 2

i

Cz i i e
π θπ πθ θ θ θ
 − 
    = + = − + − =   

   
  ،2

i

D Cz z e
πθ − 

 = =. 

 تنتمي إ�ى دا��ة وتعي�ن ����ها ونصف قطرها: Eو  C  ،D) تبي�ن أن النقط 2      

لنا 
2 1 1
2

AA A
E E

B B B

zz zz z OE
z z z

= → = = = = → وأيضا لنا  =

1 1D Cz z OD OC= = → = 1OEإذن ��د :  = OD OC= = ،  Cوهذا يع�ي أن النقط  =

D  وE  تنتمي إ�ى ا��ا��ة ال�ي ����هاO  ونصف قطرهاr=1.  

     3 (S  هو التشابه ا��با�� ا��ي ����هA  وزاويته
4
π

2و��بته   2 2− : 

B  صورةC  بالتشابهS  :معناه

( )

( )

( )

( )

( ) ( )( )

( )

24 4 4 4

24 4 4 4

22 4

2

2

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 2 2 2

1 2 2 1

1 2 2 2 2 1

2 2

ii i i i

ii i i i

ii i

i

i

i

e e e e e

e e e e e

e e e

i e i

i e i

e

ππ π π πθ

ππ π π πθ

ππ πθ

π θ

π θ

π

 −−  
 

 −−  
 

 −−  
 

 − 
 

 − 
 

−

 
− = − −  

 
 

→ − = − −  
 

 
→ − = − −  

 
 

→ − − = − − −  
 

→ − − = − − − +

→ − ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2 4

5
2 4

5
2 4

1 2 2 1

2 2 1 2 1

2 2 2 2

2 2 2 2

5 5 32 2 2 '
2 4 2 4 4

i

i i

i i

i i

i i

e i

e e

e e

e e k k k

θ

π θ

π πθ

π πθ

π πθ π π π π πθ π θ π π

 
 
 

 − 
 

 − 
 

 − 
 

 − 
 

= − − + − +

→ − = − +

− = −

− = −

→ = → − = + → = − − = − +
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4 (( )
3 5

2 4 2 2

n
i in inn

Dz e e e
π π π πθ     − − − −     

     
 

= = = 
  

يكون ��يليا ��فا إذا ك�ن   و

5 5cos 0 5 1 2 /
2 2 2

n n k n k kπ π π π − = → − = + → − = + ∈ 
 

  5أي ��ب أن يكونn- 

2فرديا أي  nفردي إذن ��ب أن يكون  5فردي و��ا أن  ' 1 / 'n k k= + ∈ . 

  تمر�ن الرابع:تصحیح ا�

f  ��ا��عرفة ��� ا��ا[ [ ] [0;1 1;+∞  : 1*}{بـ( ) 1 ; 1
ln

(0) 1

f x x x
x

f

+
 = + − ∈ −

 =


  

بق�� أك��:  0مستمرة عند  f) أ) تبي�ن أن 1

( )
0 0

1 1lim ( ) lim 1 0 1 1 0
lnx x

f x x f
x→ →+ +

 = + − = + − = =  −∞ 
 .0مستمرة عند  fإذن  

ب)  
( ) ( )

0 0 0

1
0 1 1lnlim lim lim 1 1

ln 0h h h

hf h f h
h h h h −

→ → →+ + +

−−
= = − = − = +∞  

 نصف مماس ��ودي ��� �امل ��ور الفواصل. 0والتفس�� ا��ند�� أن ا��نح�ي يقبل ��� ���ن 

أ) ) 2
1 1lim ( ) lim 1 1

lnx x
f x x

x→+∞ →+∞

 = + − = +∞ + − = +∞  +∞ 
  ،

1 1

1 1lim ( ) lim 1 1 1
ln 0x x

f x x
x +

→ →+ +

 = + − = + − = −∞ 
 

  ،

1 1

1 1lim ( ) lim 1 1 1
ln 0x x

f x x
x −

→ →− −

 = + − = + − = +∞ 
 

 . 

 و�دول تف��ا��ا:  fب) إ��اه تغ��  

[ ]2
1'( ) 1 0

ln
f x

x x
= +   إذنf .يفها  م��ا��ة ��اما ��� ���و�ة تعر
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 �دول التغ��ات: 

0                     1                                                                    +∞         x 

          +                                 +        f’(x) 

              +∞                                                                          +∞   

 1                       -∞  

       f(x) 

  

)) ا��ا�� مكتوبة بالشك� 3 ) ( )f x ax b g x= + مع  +
1lim ( ) lim 0

lnx x
g x

x→+∞ →+∞
= إذن حسب ا��رس  =

)فإذ ا��ستق��  1yدو ا��عاد��  ∆( x=  . ∞+مفارب مائل ��وال  +

يفها وبالتا�ي فهي مستمرة ���  f) ا��ا�� 4 ]مستمرة ��� ���و�ة تعر )و لنا  0.5;0.49[ )1.49 0.07f ≈ و  −

( )1.5 0.03f )��سب م��هنة الق�� ا��توسطة فإن ل��عاد��  ≈ ) 0f x �ل ��� ا��قل �ي هذا ا���ال و��ا أن  =

)ا��ا�� رتيبة ��اما ��� هذا ا���ال فان هذا ا��ل وحيد وبالتا�ي فا��نح�ي  )fC  يقطع �امل ��ور الفواصل �ي نقطة

 �ي هذا ا���ال. αفاصل��ا  wوحيدة 

)معاد�� ا��ماس عند هذه النقطة أي عند  );0α  :

( )( ) ( )
[ ]

( ) ( )2
1' 1

ln
y f x f x fα α α α α

α α

 
= − + = + − + 

 
 

  

)و��ا أن  ) 0f α ��د بالتعويض �ي ا��ا��  =
1ln

1
α

α
=

+
فاصبح ا��عاد��  

( ) ( ) ( )
2

2

111 1
1

1

y x y x
α

α α
α

α
α

 
   + = + − → = + −        +  

أي  

( )13y xα α
α

 = + + − 
 

  . 

)) ر�� 5 )و  ∆( )fC : 
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)') أ) 6 ) 1 ln 1 lnh x x x= − + + ]و�ي موجبة ���  = وتنعدم عند قيمة وا�دة فقط وبالتا�ي  ∞+;1]

 م��ا��ة ��اما ��� هذا ا���ال. hفا��ا�� 

(1)إذن  0h  وا��ا�� م��ا��ة وهذا يع�ي ان ��يغ قيمها موجبة إذن إشار��ا �ي +. =

ب)   

1 1 1 1 1 ln 1 ( )( ) 1 1
ln ln ln ln ln ln ln

x x x h xf x x x x
x x x x x x x x x x x x

− +
− + = + − − + = − + = =  

[وهو مقدار موجب ��اما ��� ا���ال  إذن  ∞+;1]
1( ) 0
ln

f x x
x x

− +   

ومنه  
1( )
ln

f x x
x x

− ....)......................1( 

[ومن ا���� ��تنتج أن ا��نح�ي يقع ��ت ا��قارب �ي ا���ال  )ومنه  ∞+;1] ) 1f x x + )..............2( 

) ��د 2) و (1من (
1 ( ) 1
ln

x f x x
x x

− +  . 
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)) تبي�ن أن 7 ) ( ) ( )( )2 21 1ln 1 2
2 2

e A e eα α α α− − + − + +  : 

و�دنا سابقا 
1 ( ) 1
ln

x f x x
x x

− +    وا��ا�� موجبة ��اما ��� ا���ال[ ];eα  إذن حسب خواص التك�مل

)��د  )1 ( ) 1
ln

e e e
x dx f x dx x dx

x xα α α

 − + 
 ∫ ∫ ∫   ومنه

2
1

( )
ln 2

e
e e xxx dx f x dx x k

xα α
α

 
   

− + +   
  

 

∫ ∫  ومنه 

2 2

ln(ln ) ' ( )
2 2

e e
ex xx k f x dx x k
α

α α

   
− + + +   

   
∫ .    توضيح: حيث)ln 0x   ���[ ];eα و

( )
1

ln' '( ) '( ) ln ( )
ln ln ( ) ( )

x u x u xx dx u x k
x x u x u x
= → → = ومنه ا��ا�� ا��صلية ل��ا��  ∫+

1

ln
xx
x

�ي  →

)ا��ا��  )ln lnx x→ .( 

د ومنه ��
2 2 2 2

ln(ln ) ' ln(ln ) ' ( )
2 2 2 2

ee ee k k f x dx e k k
α

α αα α
       

− + − − + + + − + +       
       

∫    

و�دنا سابقا 
1ln

1
α

α
=

+
ومنه ��د  

( )( ) ( )
2 2 1ln ( )

2 1 2
e e ee f x dx e
α

α αα α
α

− +−  + + − +  ∫ 
ومنه  

( ) ( ) ( )2 2

ln 1 ( ) 1
2 2

e ee f x dx e
α

αα α α
+ −

− + − + 
 

∫     وأ���ا ��د

( ) ( )( )
2 2 1ln 1 ( ) 2

2 2
ee f x dx e e
α

α α α α−
− + − + +∫    
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  :وضوع الثانيتصحیح الم

 تصحیح ا�تمر�ن الأول:

 : βو  α) تعي�ن العدد�ن 1

4035لنا 
1

α β
α β
+ =

 − =

2ومنه   4036
1

α
β α

=
 = −

2018ومنه  
2017

α
β
=

 =

 . 

تبي�ن أن  •
2
α

 أوليان فيما بي��ما:  βو  

لنا 
2018 1009

2 2
α
= 1αو��ينا  = β− 2ومنه  = 1

2
α β− ومنه  =

( ) ( )( )2 1009 1 2017 1+ − أوليان فيما بي��ما أي  2017و  1009ومنه حسب م��هنة ب��و ��تنتج أن  =

2
α

 أوليان فيما بي��ما . βو  

)الصحي�ة ) تعي�ن ك� الثنائيات 2 ),x y  : ��1009ال�ي ��قق ا��عاد 2017 1x y− = ).......1( 

)و�دنا سابقا  ) ( )( )2 1009 1 2017 1+ − )أي  = )( ) ( )( )1009 2 2017 1 1− = ).....2( 

)بالطرح ��د  ) ( )1009 2 2017 1x y− = −  

)يق��  1009 )1009 2x )فهو يق��  − )2017 1y إذن حسب  2017أو�ي مع  1009و��ا أن  −

1yيق��  1009م��هنة غوص ��د  1حيث  kإذن يو�د �دد ��يح  − 1009y k− ومنه  =

1009 1y k= + . 

)) ��د 1بالتعويض �ي ا��عاد�� ( )1009 2017 1009 1 1x k− + ومنه  =

1009 2035153 2017 1x k= + 2017أي  + 2x k= +  

)إذن الثنائيات الصحي�ة  ),x y  : ��1009ال�ي ��قق ا��عاد 2017 1x y− �ي  =

( ) ( ), 2017 2,1009 1x y k k= +  �دد ��يح. kحيث  +

]ال�ي ��قق :   a) تعي�ن ا���داد الصحي�ة 3 ]
[ ]

2019 2017

2019 1009

a

a

 ≡


≡

 . 
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[ ]
[ ]

2019 2017

2019 1009

a

a

 ≡


≡
ومنه  

2017 2019
1009 2019

a p
a q
= +

 = +
2017ومنه   2019 1009 2019p q+ = + 

2017ومنه  1009p q=  1009يق��  2017��دq  يق��  2017و�ليه  1009أو�ي مع  2017ول�كنq 

 . =k’2017qحيث  ’kوهذا حسب م��هنة غوص ومنه يو�د �دد ��يح 

)بالتعويض ��د  )1009 2017 ' 2019a k= 2035153ومنه  + ' 2019a k= + . 

 :7n  ���9بوا�ي قسمة  n) أ) دراسة تبعا لق�� 4

[ ] [ ]
[ ] [ ]

0 1

2 3

7 1 9 ; 7 7 9

7 4 9 ; 7 1 9

≡ ≡

≡ ≡
 ومنه فإن البوا�ي تلخص �ي ا��دول التا�ي:   

        3k+2          3k+1         3k  ��قn 

 البا�ي                              1          7            4          

 

 :42L  ���9ب) تعي�ن با�ي قسمة العدد 

لنا 

2017 2016 2015 0

2018

2018 2018
0 1 2 2017 0

111...1 1 7 1 7 1 7 ... 1 7

7 1 7 17 7 7 ... 7 7
7 1 6

fois

L = = × + × + × + + ×

− −
= + + + + = =

−



  

)ومنه  )
2018

2018 20197 142 42 7 7 1 7 7
6

L −
= = − = −  

]ومنه حسب ا��دول السابق ��د  673*3=2019لنا  ]20197 1 9≡  

]ولنا  ]7 7 ]بالطرح ��د  ≡9 ]20197 7 1 7 9− ≡ ]ومنه  − ]20197 7 6 9− ≡ ومنه حسب خواص ا��وافقة  −

]��د   ]20197 7 3 9−  .3هو  42L  ���9إذن با�ي قسمة  ≡

  :ثانيتصحیح ا�تمر�ن ال

 ) حساب إحتمال ا��وادث التالية:1

يات �ي آن وا�د ��د العدد الك�� ل��مك�نيات هو  4عندما ��حب  ��4
9

9! 126
4! 5!

C = =
×

 . 

https://www.facebook.com/groups/algerieeducation/

20



A يات من نفس ال��ن" يع�ي ��ب أن تكون ك�ها ��راء ومنه ): "ا��صول ��� أربع �� )
4
5 5

126 126
CP A = = . 

B يات ك�ها ية بيضاء ��� ا��ك��" معناه إما وا�دة بيضاء وث��ث من ال��ن�ن ا�����ن أو ا��ربع �� :" ا��صول ��� ��

)��تلطة ب�ن ا����ر وا��خ�� ومنه  )
1 3 4
1 8 8 56 70 1

126 126
C C CP B × + +

= = = . 

Cيات ���وع أرقا��ا معدوم ;2;2" أي ��ب أن ���صل ���:" ا��صول ��� أربع �� 1; 3− ومنه  −

( )
2 1 1
4 1 1 6 1

126 126 21
C C CP C × ×

= = = . 

يات ا����اء ا��تبفية X أ) )2 يات من بي��ا  هو �دد ال��� يات خ��اء ومنه عندما  3�ي ال�كيس : ��ينا ��عة �� ��

يان فإما يتب��  3X;2;1;0}{خ��اء أي  0خ��اء أو  1خ��اء أو  2خ��اء أو  3��حب أربع �� = . 

)إذن  )
3 1
3 6 6 10
126 126 21

C CP X ×
= = = =  ،( )

2 2
3 6 45 51
126 126 14

C CP X ×
= = = = 

( )
1 3
3 6 60 102
126 126 21

C CP X ×
= = = =   ،( )

4
6 15 53

126 126 42
CP X = = = =  

 وقانون إحتما�� معرف �ي ا��دول التا�ي: 

          3           2            1            0         xi 

        5/42          10/21         5/14       1/21    P(X=xi) 

ياضيا�ي  ): E(X)ب) حساب ا��مل ا�� ) 1 5 10 50 1 2 3
21 14 21 42

5 20 5 10 20 5 20 35
14 21 14 14 21 7 21 21

E X = × + × + × + ×

= + + = + = + =

  

 : X >0 -2Xج) حساب إحتمال ا��ادثة 

2 0X X−   معناه( )1 0X X −   أي ��ب أن يكون{ }2;3X ومنه  =

( ) ( ) ( )2 0 2 3

10 5 25
21 42 42

P X X P X P X− = = + =

= + =


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  :ثالثتصحیح ا�تمر�ن ال

( ) ( )2 1 2 1 0......( )z m z m E+ + + − =  

)ح�ى تقبل ا��عاد��  mعي�ن ق�� العدد ا��قي�� ت) 1 )E :ل�ن ��� حقيقي�ن� 

)تقبل ا��عاد��  )E :ل�ن ��� حقيقي�ن إذا وفقط إذا ك�ن مم��ها سالب ��اما� 

( ) ( )2 2 21 4 2 1 2 1 8 4 6 5m m m m m m m∆ = + − − = + + − + = − +  

يكون دلتا سالب ��اما أي �كس إشارة معامل   تقع دا�ل ��ال ا��ذر�ن : mإذا ك�ن مم��ه موجب وق��  2mو

( )2
1 6 4 5 36 20 16 0∆ = − − × = − =   

و�ليه عبارة ا��م�� ال�ي �ي كث�� �دود من ا��ر�ة الثانية مم��ه موجب ��اما فهو يقبل �ذر�ن ��ا : 

1
6 4 5

2
m +

= 2و  =
6 4 1

2
m −

= =  

[إذن يكون ا��م�� سالبا ��اما إذا ك�ن  [1;5m∈ . 

)) �ل ا��عاد�� 2 )E   بوضعm=3 23: ��د 6 3 5 9 18 5 4 2i∆ = − × + = − + = − → ∆ ومنه  =

1
4 2 2

2
iz i− +

= = − +  ،2
4 2 2

2
iz i− −

= = − − .  

3 (2Az i= − +  ،2Bz i= − −  ،Cz α=  ،3Ez 2α�دد حقي�� و  αحيث  = − .

2 2 2 2B AAB z z i i i= − = − − + − = − =  ،( )22 2 1C AAC z z iα α= − = + − = + +  ،

( )22 2 1C BBC z z iα α= − = + + = + + . 

ABC  مثلث متقا�� ا��ض��ع معناه( )22 1 2α + + )ومنه  = )22 1 4α + + ومنه  =

( )22 3 0α + − )أي  = )( )2 3 2 3 0α α+ + + − 2ومنه إما  = 3α = − أو  +

2 3α = − 2ول�كن  − 3 2α = − − −  2وهذا ��فوض حسب ال��ط ول�كن 3 2α = − + − 

2متقا�� ا��ض��ع إذا ك�ن  ABCوهو مقبول إذن يكون ا��ثلث  3α = − + . 

2) نضع 4 3Cz = − +  :22 3 3 2 1
2 2 2

iC E

A B

z z i e
z z i i i i

π− − + − − −
= = = = =

− − + + +
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2أ)  
iC E

A B

z z e
z z

π−
=

−
)ومنه   ); 2 /

2
BA EC k kπ π= + ∈
 

  أي ا��ستقيمان( )BA  و( )EC .متعامدان 

Cهذا من جهة ومن جهة أ��ى و�دنا  AB=AC=BCمتقا�� ا��ض��ع أي  ABCلنا ا��ثلث ب)  E

A B

z z i
z z
−

=
−

 

1Cأي  E

A B

z z i
z z
−

= =
−

تنتمي إ�ى  Eو  A  ،Bأي ان النقط  AC=BC=ECإذن ��تنتج أن  AB=CEأي  

 .  r=CE=AB=2ونصف قطرها  Cا��ا��ة ال�ي ����ها النقطة 

: العبارة ا��ركبة ��ذا ا��وران �ي a) حساب 5
3 6 2 3 1'
2 2

z az i
   − −

= + +   
   

  

3معناه :  Cإ�ى  B��ول  6 2 3 1
2 2C Bz az i

   − −
= + +   

   
ومنه  

( ) 3 6 2 3 12 3 2
2 2

a i i
   − −

− + = − − + +   
   

ومنه  

4 2 3 4 2 3 6 2 3a ai i i− + = − − + − + )ومنه  − ) ( )4 2 3 2 2 3 1a i i+ = − − + − 

ومنه                        

( ) ( ) ( )
( )( )

3 2 2 3 1 4 23 2 2 3 1

4 2 4 2 4 2

4 3 2 3 8 4 8 3 4 4 3 2 10 10 3 1 3
16 4 20 2 2

i ii
a

i i i

i i i i i i

 − − + − −− − + −  = =
+ + −

− + − + + − + − − +
= = = − +

+

 

ية هذا ا��وران �ي ��دة للعدد  1cosه  ومن aزاو
22arg 2 2 /

3 33sin
2

a k k k
θ

π πθ θ π π π
θ

 = −= → → = − + = + ∈
 =



   

يفا هذه النقطة �ي النقطة الصامدة بواسطة هذا ا��وران أي �ي ���� هذا ا��وران:  Gب) لتكن النقطة  تعر

( ) ( ) ( )
( )( )

3 6 2 3 1
3 6 2 3 1 3 33 6 2 3 12 2

1 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2

3 3 18 6 3 3 3 6 3 6 3 4 3 24 3 6
12 12 3

G

i i iibz
a i i ii

i i i i

   − −+     − + − +− + −     = = = =
− − − +−

− + − + − − + − −
= = =

  

2�ي  ABC��ن نع�� أن ��حقة ���� ثقل مثلث متقا�� ا��ض��ع  2 2 3 3 6
3 3 3

A B C
G

z z z i iz + + − + − − − + −
= = =. 

 . ABCإذن ��تنتج أن ���� هذا ا��وران هو فع�� ���� ثقل ا��ثلث 
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  :لرابعتصحیح ا�تمر�ن ا

(I1  �تبي�ن أنه من أ�ل ك (x  من ا���ال] فإن:   ∞+;0]
( )( )2 1

2

1 2 1
'( ) x

x x
g x e

x
−+ +

= . 

)لنا  )
1

2( ) 1 1xg x x x e
−

= + + ومنه  −

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )( )

' '1 1 1
2 2 2

1 1
2 21 1

2
2 2

21 1 12 3 2 3 2

2 2 2

2 1

2

'( ) 1 1 1 ' 1

1 2 111 2 1

2 1 12 1 2 2 1

1 2 1

x x x

x x
x x

x x x

x

g x x x e x x e e x x

x x e e x x
x e e x x

x x
x x xx x x x x x xe e e

x x x

x x
e

x

− − −

− −
− −

− − −

−

   
= + + − = + + + + +  
   

+ + + +
= + + + + =

+ + ++ + + + + + +
= = =

+ +
=

  

: و�دنا gإستنتاج إ��اه تغ��  •
( )( ) ( ) ( )

2 21 1

2 2

1 2 1 2 1
'( ) 1x x

x x x
g x e e x

x x
− − + + +

 = = +
  

  

[من  x��ا أنه ��ما ك�ن  فإن   ∞+;0]
( )2 1

2

2 1
0x

x
e

x
−+
  وأيضاx+1  موجب ��اما ��� هذا ا���ال إذن

[من  xمن أ�ل ك�  )'فإن   ∞+;0] ) 0g x   ��أي ا��اg .يفها  م��ا��ة ��اما ��� ���و�ة تعر

2 (1 3(1) 3 1 1 0g e
e

−= − = −   و

( )
1

2(0,9) 1 1 2,71 0,32 1 0,13 0xg x x e
−

= + + − = × − ≈ −   

[مستمرة ��� ا���ال  gإذن ��ا أن ا��ا��  )و  1;0,9] ) ( )0,9 1 0g g×   سب م��هنة الق�� ا��توسطة فإن��

[�ل ��� ا��قل �ي ا���ال  g(x)=0ل��عاد��  م��ا��ة ��اما ��� هذا ا���ال فإن هذا ا��ل  gو��ا أن ا��ا��  1;0,9]

 . αوحيد وهو 

[سالب ��اما �ي ا���ال  g(x): ��تنتج إن g(x)إستنتاج إشارة  [0;α  وموحب ��اما �ي ا���ال] [;α +∞ . 

(II     ( )
11( ) 1 xf x x e

x
−

= + +  
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1 (( )
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0 0

1lim ( ) lim 1 1x
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f x x e e
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 
= + + = +∞ + × = +∞ 
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 
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[من  xب) تبي�ن أنه من أ�ل ك�  2فإن:  ∞+;0]
( )'( ) g xf x
x

= . 

)  لنا )
11( ) 1 xf x x e

x
−

= + ومنه  +

( ) ( )

( ) ( )

'1 1 1
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1 1 1'( ) 1 1
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 
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 

+ + −− + + +
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[أي �ي ا���ال  g(x)من إشارة  f’(x)ومنه ��تنتج أن إشارة  [0;α ة ��اما أي ا��ا�� البتكون ا��شتقة سf 

[متناقصة ��اما و�ي ا���ال  [;α  م��ا��ة ��اما. fتكون ا��ا��  ∞+

 �دول التغ��ات:  

0             α     1                                                                    +∞         x 

        -       0                                  +        f’(x) 

  +∞                                                                                     +∞   

              f(α ) 

       f(x) 

   

) تبي�ن أن: 2
1

lim 1x
x

xe x
−

→+∞

 
− = − 

 
 . 

بوضع 
1t
x

= ومنه  −
1x
t

= xو��ا  − 0tفإن  ∞+→  فن�د: →

( )1

0 0 0

11 1 1lim lim lim lim 1
t t

tx
x t t t

e exe x e
t t t t

−

→+∞ → → →

 − −   −   − = − + = = − = −            
  

Y=x  مقارب ل��نح�ي( )fC  معناه:  ∞+��وال[ ]lim ( ) 0
x

f x x
→+∞

− = : 
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[ ] ( )
1 1 11 1lim ( ) lim 1 lim 0 1 1 0x x x

x x x
f x x x e x e xe x

x x
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→+∞ →+∞ →+∞
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)ل��نح�ي  مقارب مائل  y=xأي أن ا��ستق�� ذو ا��عاد��  )fC  وال��+∞ . 

3 (
11( ) 1 xh x e
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من نفس إشارة  h’(x)إذن إشارة 
1

1xe
−
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1

1 0xe
−
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1 1
0 11 0

0 0;

x xe e e
x

x x

− −
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→ → ∈ +∞

  



متناقصة ��اما  hإذن ا��ا��    

يفها.  ��� ا���ال ا��عطى أي ��� ���و�ة تعر

يفها ولنا  fا��ا��  limمتناقصة ��اما ��� ���و�ة تعر ( ) 0
x

h x
→+∞

و�ليه ��تنتج أن ا��نح�ي ا��مثل ��ا يقع فوق ��ور  =

[من  xالفواصل ��ك� تام ومنه ��ما ك�ن    . h(x)>0فإن  ∞+;0]
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1 12
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1 11 1 1

1 11 1 1 1 ( )
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x xx x e x e
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xx e x e x h x
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   −
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   

 

)��تنتج أن  ) 0f x x−   إذن ا��نح�ي( )fC  ��يقع فوق ا��ستق( )∆ . 
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)) ر�� 4 )و  ∆( )fC : 
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 الأس�تاذ: جمال بور�ن   
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