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  المتتــاليــــات العــدديــــــة 
S u i t e s     n u m é r i q u e s 

  

I- تـمهـيـــــد : 
 

ثمن الشراء ،  وبعد مرور سنة أخرى أصبح ثمنها ¾     درهم وبعد مرور سنة أصبح ثمنها هو  40.000اشترى عصام سيارة بــ  
  .من ثمنها في السنة السابقة¾   سنة معينة هــو  من ثمنها السنة الأولى  وهكذا يكون ثمن السيارة في ¾   هو  

  
  .حدد ثمن السيارة بعد مرور ثلاث سنوات -1
 .حدد ثمن السيارة بعد مرور أربع سنوات -2
n. n  سنة بدلالة حدد ثمن السيارة بعد مرور  -3
   درهم ؟15.000في أية سنة يصبح ثمن السيارة أقل من   -4
  

  : الجـــواب
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   .15.000   ثمن السيارة يصبح أقل من    من أجل   
  

  : خـلاصـــة

0P1P2PnP  .   تكون متتالية عددية  . . .    ،   ،    الأعداد 

  
II- تعــاريـف ومصطلحــات : 
 

 : فــعريـت -1

)`    جزءا من I ليكن     )I ∈`.  
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   .ةــدديـة عـمتتالييسمى     
)  عوض  نكتب        )u n.  

)  : ونرمز لهاته المتتالية  بــ     )n n I
u

∈
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n
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    u الحــد ذا المـــدل هــو.  
  
  

 : أمـثـلــة

  :  الحدود الأولى للمتتالية المعرفة بما يليحدد
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 : نــاليتيـاوي متتـتس -2
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  : مـثـــال
  cos   n  nv π=   u  ( ) 1 n

n = −

)      : لدينا )   ;     1   cos   nn n

  

  π∀ ∈  − =`

)        : إذن   ) ( )  n nu v=  
  

III- تحديــد متـتـاليـــة : 
  

 : امــا العـدهـة لحـة صريحـة بصيغـة المعرفـالمتتالي -1

( n(  دالة عددية    لتكن     n I
u

∈
f متتالية عددية   .  

)         : إذا آان     )    ;    nn u f n=`

n n I
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∈
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)  المتتالية        .ة صريحـة لحـدهـا العـامـمتتالية معرفة بصيغـ   هــي  (
  
  
 : ةـــيـة الترجعـالمتتالي -2

  .السابقة) أو الحدود ( المتتالية الترجعية هي آل متتالية يكون آل حد من حدودها معرفا بواسطة الحد     
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IV- المتـتــاليــة المحـــدودة      S u i t e    b o r n é e 
  

 Suite majorée  المتتالية المكبورة -1

)   نقول أن المتتالية   )n n I
u

∈
  :  حيث M ،  إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي مكبـورة  

                    nn I u M∀ ∈ ≤  
  

  : أمـثـلــة  
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∈
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)   المتتاليةنقول أن  )n n I
u

∈
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V- المتـتـاليــة الـرتيـبــة     S u i t e     m o n o t o n e   
    

  : تعـاريـف
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  : ةــحــالات خاص

( )I D∈ a(  و   دالة عددية حيز تعريفها لتكن  fD. 
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∈
  .اـقطع  تناقصيـة 

  
  

  : مـثـــال
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( )nu   :   المعرفة بــنعتبر المتتالية  
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)  :   المعرفة بــنعتبر المتتالية  )nu

        0

1

  16

  ;     n n

u

n u +

=⎧

∀ ∈ =⎪⎩ `

( )nu

u
⎪
⎨  

 :   . تناقصيـةبين أن
  

  : الجــواب

; 1    :  أنلنبين     n nn u u+∀ ∈ ≤`
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1    : إذن   n nu u+ ≤

2 1 n n

  

u   : إذن u  + +≤  
  

n               1  : نتـاجالاست - nn u u+∀ ∈ ≤`
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 :  1            2 n nn u u+ ∀ثم أن ∈ ≥`
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  : الجــواب

1-          ( )1 0 0  1    2u u u= + = 

          ( )2 1 1  1    6uu u= + =  
  
    : لدينا -2

          ( )1  ;         1    n n n nn u u u u+ − = + −`

    nu
nu∀ ∈  

         =  2   n nu u+ −  

                =  2
nu

2   0nu ≥

( )nu

0   1=

    : وبما أن
   . تزايدية : منه فإنو

)      و    u : وبما أن )nu
                   1nn u

  . تزايديــة
∀    : فإن ∈ ≥`

                   1nn u

  
  

∀   : لدينا -3 ∈ ≥`
2                   n nn u ≥`

2                     2 n nn u u+ ≥`

1                   2 n nn u +

 
∀u    : إذن ∈  
∀nu   : ومنه ∈  
∀u    : إذن ∈ ≥`

1 0 2 u u≥

2 1 2 ≥

3 2 2 ≥

1 2 n n

  
  

    : لدينا -4

       u u   

       u u   

u    : ومنه u  −≥

1 2 0 1 1  ...   2      ... n
n nu u u u u u

  

⋅−     : ومنه ≥ ⋅ ⋅

0                   2  n
nn u ≥`

0   1=

                     2n
nn u ≥`

  

∀  : إذن ∈      u

   u : وبما أن

∀   : فإن ∈   
  

VI- المتـتـاليـــات الحـسابيــة ،  المـتـتـاليـــات الهـنـدسيـــة : 

s e u q i t é m h t i r  a   s e t i u   S   , s e u q i r t é m o é  g   s e t i u S     

  
 : ةــيـالحسابات ــاليـالمتت -1

a- ةـة التاليـللمتتالي امـد العـالح  نــتضن : 

        0 1 2 3
1 5 7 3     ;           ;           ;      
2 6 6 2

u u= = = =u u  
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  : لدينا

          

1 0

2 1

3 2

4 3

1

1         
3
1         
3
1         

      3
1         
3

  
1         
3n n

u u

u u

u u
X

u u

u u −

⎧ = +⎪
⎪
⎪ = +⎪
⎪
⎪ = +⎪
⎨
⎪

= +⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ = +
⎪⎩

#

  

    1 2 3 0 1 2 3 1
1      ...               ...    
3n nu u u u u u u u u −+ + + = + + + + +

         

n  

0        : إذن
1         
3n n= +u u  

1      : ومنه 1                                       
2 3nn u n∀ ∈ = +`  

  
  .ةــيـابـحســة يـالـتتمية تسمـى  هذه المتتال

 
 
  

b- تعـريـــف : 

) المتتالية تكون   )n n n
u

≥
r

0  : ث 1               n nn n u u r+

0
   ،  حسابـيــة إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي 

∀بحي   ≥ − =

r

  

) المتتالية الحسابية  أساس  يسمــى د العد   )n n n
u       

0≥

  

   1   2    : مثــــال
3n

n +
=

( )nu

u  

  :  . متتالية حسابية وحدد أساسها بين أن

)    : لدينا )
1

2   1   1 2   1  ;            
3 3n n

n nn u u+

+ + +
∀ ∈  − = −`

2  n            =
  2  1+ +   2 n−  1−

3
  

                     2
3

( )nu

=  

 2  متتالية حسابية أساسها    : ومنه
3

=r.  

  
c- زةــة مميـخاصي : 

  : تمهـيـــد
12
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0
n n n

u ;
r

1    n n r−

)لتكن    . متتالية حسابية أساسها (

u     : لدينا u  = +

1     n n r+

  

       u u  = +

1 1     n n n nu u− +

  

u   : إذن u  − = −

1 12     n nu u u

  

−n          : إذن += +  

1    : إذن 1    
2

n n
n

u uu − ++
=  

  
  : زةــة مميـخاصي

  u  وفقط إذا آانمتتالية حسابية إذا  : n 1 1 1              
2

n n
n

u un u − ++
∀ ≥  =

  

d- صيغـة الحـد العـام لمتتاليـة حسابـيــة : 

)لتكن  0u.    nur  وحدها الأول   متتالية حسابية أساسها (

1 0

2 1

1 2

1

          
          

          
         
         

n n

n n

u u r
u u r

X
u u
u u

− −

−

= +⎧
⎪ = +⎪⎪
⎨
⎪

          
r

r
= +⎪

= +⎪⎩

#  

          
          0    nu u n r= +  
  

  : ةــخاصي

)ت  u  وحدها الأول  r متتالية حسابية أساسها إذا آان   )nu0

  0;          nn u u n r ∀  : فإن   ∈ = +`  

  

  : اجــاستنت

u     : لدينا u  0    n n r= +  
      ( )0       1  n r n r= + + −u u  

        ( )1     1  n n r= + −u u  

      ( )1       2  n r n r= + + −u u  

        ( )2     2  n n r= + −u u  

  
)    : ومنه )      n ku u n k r= + −  

  
  

  : ةــخاصي
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ac
   2 a c b

   ثلاث حدود متتابعة لمتتالية حسابية ،  و b ، إذا آانت   
+    : فإن   =  

  
  

e- ةـابيـة حســاليـة لمتتــابعـدود متتـوع حـمجم : 

)لتكن  u  nur0  وحدها الأول   متتالية حسابية أساسها (

S
  0 1 2        ...  nS u u u u= + + + +

( )

      :  حيثلنحسب المجموع 
              

         ( ) ( ) (0 0 0 0 0         2   3   ...  S u u r u r u r u n= + + + + + + + + +

 ( )

)r⇒  

        ( )0     1       1  2  3  ...  S n u r n+ + + + + +

  1  2  3  ...  X n= + + + +

⇒ =  

  
             : لنحسب

      ( ) ( )    1   2   ...  2  1X n n n= + − + − + + +

( )

  

  
    ( ) ( ) ( )

 مѧѧن العـوامــѧѧل 

   1   1   1   ...  1   
n

X n n n n= + + + + + + + +���������	��������


( )   2      1X n n +

( )

2  

⇒          : إذن =            

                     
   1

         
2

n n
X

+

( )

⇒ =  

)      : ومنه )
0

  1
    1      

2
n n

u rS n
+

= + +

          ( )

    

        0        1     
2

r nS n u⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )

⇒ =  

          02            1   
2

u nS n r+
⇒ =  +

( )               0 0            1   
2

u u nS n r+ +
+⇒ =  

                ( ) 0          1   
2

nu uS n +
⇒ = +  

  
  : بنفس الطريقة نحصل على

          1
1 2

     ...      
2

n
n

u uu nu u +
+ + + =    �     
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               0 1
0 1 1

     ...      
2

n
n

u uu nu u −
−

+
+ + + =    �    

          3 9
3 4 9

     ...    7  
2

u uu u u +
+ + + =    �  

  
  : 1تـطـبـيـــق 

)0 الحسابية وأساس المتتالية  uأحسب  )nu

4 6

8 10 12 14

    6
       22

u u
u u u u

+ =⎧
+ + + =⎩

5  6u

  :  إذا علمت أن

        ⎨  
8

  
  =   2       : لدينا

          u5  3=  

u        : ولدينا u9 13   114+ =  

       ( )  ( )5 5  4     8   114u r u r+ + + =

12   114r

  

+  6      : إذن =  

        108   9
12

r = =  

u     : ولدينا u  5 0   5 r= +

0   45u

  

=  3       : إذن +  

           0   42u = −  
  

  : 2تـطـبـيـــق 

(   .ةــ متتالية حسابي(
0n n

u ;

1   ...........  n nu        S u  = + +

n

  

1إذا آانت    و  أحسب   23u nS=  و  nu =r     2 و  =5  −
  

  : الـجــــواب

)      : لدينا )1     1  n n r= + −u u  

           ( ) ( )  23    1  2n5 = + − −

2   18  2n

  

            = +  

                     10n =  

1   : إذن 10
10 1 10

        ...    10   
2

uS uu u  1 04nS +
= = + + = ⋅ =  

  
 : المتـتــاليــات الهنـدسيـــة -2

  : مهـيـــدت  : 2-1

)ة ـللمتتالي امـد العـالح تضنــن )nu.  
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  : إذا علمت أن

      
3

0 1 2 3  2     ,        2      ,        4     ,       32     ,      ....u u= = = =u u  

1        : نلاحظ أن 0   2= ⋅u u  

            2 1   2= ⋅u u  

            3 2   2= ⋅u u  

1   : ومنه  2   n n+u u= ⋅

1  

 

u

  

X           : لدينا  

0

2

     2     

  

u

u

= ⋅

1     2     u= ⋅

3  u 2     2     u= ⋅

1

    

        2     n nu u −= ⋅

#

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

    

                0   2
n

nu u= ⋅  
  

          ( ) ;       2  2
n

n∈ = ⋅`n u  

                22  2
n

= ⋅  

                    
2

22
n+

=  

  .هــذه المتتاليـة متتاليــة هندسيــة

  

  : فـــريـعـت  : 2-2

) تكون المتتالية     )
0

n n n
u

≥

   0 1             n nn n u q u+

   ،q إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي هـنـدسيـــة 

∀=  : حيث     ≥

q

  

) المتتالية الهندسية  أسـاس  يسمـى العدد  - )
0

n n n
u

≥

qn
q

. 

 .  غير مرتبط بــ لعدد ا -
 . منعــدمغيـر  العدد  -

  
  

  : خاصيـة مميــزة

)لتكن   : تمهيــد )
0

n n n
v

≥
q

0n n

  .  متتالية هندسية أساسها 

        ∀ ;

1   n nv

  

v     : لدينا q  −= ⋅

  1    n nv+

  

       v q    = ⋅

16
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1      : إذن

1

  n n

n n

v v
v v

+

−

=  

        2
1 1   n n nv v v− += ⋅  

  
  : خاصيـة مميــزة

)تكون  )
0

n n n
v

≥

   2
0 1 1                 n n nn n v v v+ −

  : ط إذا آــانـة إذا وفقــة هندسيـ متتالي

    ∀ ⋅ =;  
  
  

  : ةــة هندسيــام لمتتاليـد العــة الحـ  صيغ: 2-3

)  .  وحدها الأول  متتالية هندسية أساسها لتكن  )nvq

1 0

2 1

3 2

1

           
           

                 
    
           n n

v q v
v q v

0v

    : لدينا

        X v q v

v q v −

= ⋅⎧
⎪ = ⋅⎪⎪ = ⋅⎨
⎪
⎪

= ⋅⎪⎩

#

0    n
n q

  

v: نحصل على v   = ⋅  
  

  : استنتـاج وخاصيــة

)إذا آان   nvq0ت    ،v  وحدها الأول  متتالية هندسية أساسها (

  0 ;             n
nn v v q ∀  : فإن   ∈ = ⋅`

0    n
n q

  
  
  

v        : لدينا v  = ⋅

   1
0      n

n q q

  

v     : إذن v  −= ⋅ ⋅  

1              : إذن
1    n

n qv v −= ⋅

  2
1      n

n q q

  

v     : ولدينا v  −= ⋅ ⋅  

2             : إذن
2     n

nv v q −= ⋅  
  

  : ةــــامـة عــبصف

            n k
n kv v q −= ⋅  

  
  

  : ةـــدسيـنـة هــاليـة لمتتــابعـدود متتــوع حــ مجم : 2-4

)  .v  وحدها الأول  متتالية هندسية أساسها لتكن  )nvq1

0 1 2       .............  nS v v v v =      لنحسب المجموع + + + +

17
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2
0 0 0 0          .............   nS v v q v q v q= + + + +

( )2
0  1     .............  nv q q= + + + +

2 1     .............  n

        : لدينا

                q  
  

X  : لنحسب المجموع q q q= + + + +

2 3         .............    n nq q q q q

  

q      : لدينا X 1+= + + + + +

2 3  1        .............  n

  

             X q q q= + + + + +

1    1  n

q  

X        : إذن q X q +− = −  

          ( ) 11    1  nX q q +− = −  

  

        
1

0 1 2 0
1        .............        
1  

n

n
qv v v v v
q

+−
+ + + + = ⋅

−
  

           1 2 3 1
1        .............        
1  

n

n
qv v v
q

−
+ + + + = ⋅v v

−
  

                  0 1 1 0
1      .............        
1  

n

n
qv v
q−

−
+ + + = ⋅v v

−
  

  
  

  : تمـريــن تطـبيـقــي
         n m    ≺

1    : أحسب المجموع )1   

1 1 1      ...  
2 2 2n n n m+= + + +S  

)نعتبر المتتالية  )2 ) 0n n
u ;r

10q

 . حدودها العشرة الأولى هــي حدود متتالية حسابية أساسها  بحيث

  :  علما أن  تصبح الحدود حدود متتالية هندسية أساسها uوابتداءا من  

            

1

16

   0
1  

27
   1

u

u

r q

=⎧
⎪ −⎪ =⎨
⎪

=⎪⎩
q10u11

1
  

n

n p
p

S u
=

=

  

a(  و   و   و أحسب  u. r

b( أحسب :  ∑ 
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 10≤
 10n ;

    : في آل من الحالتيـن  
  *  n  
  *    

  
  : الجـــواب

 : 1طريقــة  )1

2 ≺        m 1

1 1 1      ...  
2 2 2n n n m+= + + +S  

                   

111  
1 2    12 1  

2

m n

n nS

− +
⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠=
−

      

  

        
1

1

1 1   1  
2 2

m n

n

− +

−

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
  

      : 2طريقــة 

        
21 1 1 1   1       ......  

2 2 2 2

m n

n nS
−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  

  

            

111  
1 2  12 1  

2

m n

n

− +⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

2(        

1

16

   0
1  

27
   1

u

u

r q

=⎧
⎪ −⎪ =⎨
⎪

=⎪⎩
6

16 10   u u q

 

 a( لدينا :        = ⋅

10 1   9   9 r r u     : و     u  = ⋅ =
6

16  9   q
  

u       : إذن     r           = ⋅

      6
16  9 =

  1r q

  
               u q     
   )=    : لأن(     

51            : إذن      9 
27

q−
=  

5                : إذن     1  
27  9

q −
=

⋅
  

                5
5

1 
3

q −
=  

                 : إذن    
5

5 1  
3
−⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
q  

                1 
3

q −
=  
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 3r =         : ومنه     −
10  27

  
u    : و     = −

11  9
  

u          : و     =  
  

b( لنحسب :   
1

  
n

n p
p

S u
=

= ∑ 

 10n ≤     : فـي الحالـة*      

              1      
2

n
n

u uS n +
=  

           ( )1 1     1  
   

2
u u n

n
+ + − r

=  

               ( )3    1
    

2n

n n
S n

− −
=  

10n     : فـي الحالـة*   ;

1 9 10 11    .......        ........ n nS S u u u u= + + + + + +

       ( )10 11      ........  n nu u= + + +

        
( )

      

   S S   

      
10

10 11
1        

1  

n

n
qS S u

q

−⎛ ⎞−
= + ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

  

  
VII- اتـــــيـالـتـتـات المـــايــنه : 

 
 : تـمهـيـــد -1

) نعتبر المتتالية n  المعرفة ( n I
u

∈
)بــ     )  f nn I∀ ∈

f

 nu =    

  .عـدديــة دالة حيث 
 .معنــى لحساب النهاية  منتهية فلا Iإذا آانت  -
) غير منتهية فهنا يمكن حساب نهاية Iإذا آانت  - )nu+∞

  

 . عندما تؤول إلى 

)  : ولدينا )lim   limnn n
u f n

→+∞ →+∞
=  

    : تـذآـيـــر

  ( ) ( ) ( ) ( )lim            0  0  fx
f x A B

→+∞
= +∞ ⇔ ∀ ∃ ∀ ∈; ;

      ( )             B x A f x⇒≺ ≺

      ( )

x D  

    

    ( ) ( )lim            0  
n

f n A N
→+∞

= +∞ ⇔ ∀ ∃ ∈; `

      ( )             N n A f n⇒≺ ≺

  

    

      ( ) ( )lim            0  nn
u A N

→+∞
= +∞ ⇔ ∀ ∃ ∈; `

                        nN n A u⇒≺ ≺

  

  
  

  :أمثـلـــة

  : ة إذا آانت المتتاليــةأحسب نهاية المتتالي
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1(    3  n  1u n= +  

    3lim   lim   1  nu n
→+∞ →+∞n n

= + = +∞

  tan  n Arc n

  

  
2(   u n  =  

    lim   lim   tan      
2nn n

u n Arc n π
→+∞ →+∞

= = +∞ ⋅  

            = +∞  
  

  : مـلاحـظـــة

    ( ) ( )im                0  nu A N= −∞ ⇔ ∀ ∃ ∈; `

            nN n u⇒ −≺ ≺

l  

  A  

    ( )lim                lim    n nn n
u u

→+∞ →+∞
= −∞ ⇔ − = +∞  

  
  

        : تـذآـيـــر

  ( ) ( ) ( ) ( )lim            0  0  fx
f x l B x Dε

→+∞
= ⇔ ∀ ∃ ∀ ∈; ;

( )

  

                  f x lB x ε⇒ −≺ ≺

( )nq

qnq

  

  
  

 ة ـــ : ايـهـن -2

   .  نهاية نــاقش حسب قيم العدد الحقيقي 

≻1   1:  ةـلحالا q

)     : نضع )0    /     1  qα α= +;

( ) 1  nn

  

q    : لدينا  α= +

( )  ;        1        1   nn n

  

α    : بين بالترجع أن α+ ≥ +`∀ ∈  

  

n  : لــمن أج    0=  

)ديل ) ;        1    01     : نا       1  0   1α α+ = + =

01      1  0 

  

)       : إذن )  α α+ ≥ +  

=n   1  : لــمن أج  

)   : لدينا  1    11 )α α+ = +

11    1  

  

)    : إذن )α α+ ≥ +  

2n   : من أجــل   =  

21
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( )2 α   : لدينا   2  1    21 α α+ = + +

21    1  2 

  

)   : إذن )  α α+ ≥ +

1    1   n n

  

)   : نفترض أن )  α α+ ≥ +

( )11    1  1  n n

  

)   : ونبين أن )  α α++ ≥ + +

1    1   n n

  

)    : لدينا )  α α+ ≥ +

  ( ) ( )11    1   1   n n

  

)   : إذن )  α α α++ ≥ + +

         1 21    1        n n n

  

)   : إذن )  α α α α++ ≥ + + +

( )11    1  1    n n n

  

)     : إذن )  α α α++ ≥ + + +

( )11    1  1n n

  

)      : ومنه )  α α++ ≥ + +

( ) ;    1    1   nn n

  

α      : وبالتالي α+ ≥ +`

lim  1       n

∀ ∈  

     : ولدينا
n

 α
→+∞

+ = +∞

( )lim  1      n

n
α

→+∞

  

+               : إذن = +∞

lim      n

n
q

→+∞

  

=                 : ومنه +∞  

  
1q   2:  ةـالحال =

lim     lim  1     n n

n n
q

→+∞ →+∞
             1= =  

  
0 3:  ةـالحال 1q≺ ≺  

1     : لدينا
q

≺1    

1lim      : إذن    
n

n q→+∞

⎛ ⎞
= +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

1lim          : إذن    nn q→+∞
= +∞

lim    0n

n
q

→+∞

  

  =               : ومنه

  
0q   4:  ةـالحال =

lim    0n

n
q

→+∞
        =  

  
1  5:  ةـالحال 0q− ≺ ≺

      ( )lim    0n

n
q

→+∞

  

−     : لدينا =

( )lim  1     0n n

n
q

→+∞

  

−        : إذن =
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lim    0nq
→+∞

        : إذن
n

=  

  
1q     6:  ةـالحال ≤ −

nq   .  غيـر موجــودةنهاية 
  
  : ةــــلاصـخ

    

                                        1  
                1                             1  

lim        
                0                      
                غѧѧير موجѧѧودة          

n

n

q
q

q
→+∞

+
=

=

∞ ≺

    1        q

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ ≤ −⎩

1 1    q− ≺ ≺

  
  
  : اتـــيقـتطب

)أحسب نهاية  nu  :  في الحالات التالية(

1(    1  2  
1  2

n

nu
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

  

  

2    1    : لدينا       1  2− +≺

2    1        : إذن      1
1  2
−
+

≺

2    1      : لدينا 1  2   1  2  1    
1  2 1  2
− − + +

+ =
+ +

               2     0
1  2

=
+

;

   

  

2  1      : إذن    1
1  2
−

−
+

;

   

  

1        21  1      : ومنه
1  2
−

− +
+

≺ ≺

lim   0nn
u

→+∞

  

  =    : وبالتالي

  
  

2(    2   3  
2   3

n n

n n nu +
=

−
  

          2   3lim   lim  
2   3

n n

n n nn n
u

→+∞ →+∞

+
=

−
  

                 

2  1
3 lim  
2  1
3

n

nn→+∞

⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

  =
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
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1   
1

                    1= = −
−

  

  
  ةــاليـتـتـمصاديــق تقــارب م

.Critère de convergence d’une suite  

)  : نعتبر المتتاليات )
0

n n n≥
u،        ( )

0
n n n≥( )

0
n n n

w
≥

Nn N

vو         .  

  
∀   :   حيثإذا وجد عدد صحيح طبيعي  )1 ;

   n n nw≺ ≺

  m   lim   n nu w l

  

     u v   

li : و  = =

lim   nv l

  

  =    : فإن

  
N  :   حيثوجد عدد صحيح طبيعي إذا  )2

              n nn N u v       ∀ ; ≺

m   nu

  

li      : و = +∞

m   nv

  

li      : فإن = +∞

            n nn N u

  

  
3(      v∀ ; ≺

m   nv

 

li      : و = −∞

m   nu

  

=  li      : فإن −∞

N`

  

 : حيث    من إذا وجد  )4

                  n nn N u v; ≺

m   0nv

∀  

li     : و  =  

li     : فإن  m   0nu =  

  
`N : حيث    من إذا وجد  )5

                        n nn N u l v; ≺

m   0nv

∀ −  

li     : و  =  

li     : فإن   m   nu l=  

  
  

`N : حيث    من إذا وجد  )6

                       n
kn N u l
n

; ≺

m   nu l

∀ −  

li     : فإن  =  

  
  : ـعـريـــفت

)نقول أن المتتالية  )nu ةـإذا وفقط إذا آانت لها نهاية منتهي متقاربة  
24
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  . آانت غير متقاربةإذا دةـونقول أنها متبـاع
  

  
  : اتــخاصي

li     وli    آانت إذا  m   nv l=  m   nu l '=  

li   : فإن  m      'n nu v l l+ = +

   lim      'n nu v l l

  

      ⋅ = ⋅

     

  

    ( )im       '   0
'

n

n

u l l
v l

= ≠l  

  
  : مبـرهـنــة

  .آل متتالية متقاربة وموجبة تكون نهايتها موجبة  
  
  

  : مبـرهـنــة

u      ،   آان لكإذا    v   N n≺n n≺
m   'nv l=m   nu l

 
li       وli و      =  

l   : فإن   l   '≺
  

  : مبـرهـنــة

  .آل متتالية تزايدية ومكبورة هــي متتالية متقاربة  
  .ية متقاربةلآل متتالية تناقصية ومصغورة هـي متتا  

  
  : استـنـتــــاج

  .هــي متتالية متقاربة وتناقصية موجبةآل متتالية  -
 .ية متقاربةلهـي متتاتزايدية وسالبة آل متتالية  -

  
 
 
 
 
 
  

  

                               
)لتكن  nu  :  المتتالية المعرفة بــ(

25
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[ ]

( )
0

1

   ,  

  ;      n n

u a b

n u f+

⎧ ∈⎪
⎨
∀ ∈ =⎪⎩ ` u

  

]    : نلاحظ أن ] ( ) [ ]   ,       ;         ,  x a b f x a b∈∀ ∈    

]  : يعني أن     ]( ) [ ],     ,  f a b a b⊂  

)  : وبما أن )fAيوجد  فوق المنصف .  

]    : فإن     ] ( ),      ;      x a b f x x∀ ∈ ≥  

  
)لنبين بالترجع أن  )nu

0   a u b

  . مكبـورة

0n من أجل  - =     ≤ ≤

   n b a   : نفترض أن u  ≤ ≤

1   na u b+

  

≥    : أنبين ون ≤  

]x من نعلم أن  لكل  ],a،    b ( ) [ ]   ,  f x a b∈

0   b

  

a   : وبما أن u  ≤ ≤  

)  : فإن )   nf u ba ≤ ≤1    n b+≤ ≤

  ;            nn a u b

a إذن     u  :  

∀  : ومنه ∈ ≤ ≤`

( )nu

 :    

  1  

  
    . تزايديــة: ولنبين أن

]لدينا ] ( ),               x a b f x x∀ ∈ ≥

                        nn a

  

u      : و b∀ ∈ ≤ ≤`  

)     : إذن )                      n nn f u ≥`

1                      n nn u +

u∀ ∈  

∀u        : إذن ∈ ≥`

( )nu

  

   .2    تزايديــة : وبالتالي
  

)  : نستنتج أن  2  و 1ومن  )nu

  

  . متقاربــة

)ث  حيlإذن لـهـا نهاية منتهية  ) l=

( )nu

l f  

ـة   :  هــي حــل المعـادلــةيـومنه نها

          ( )      ;           b f x x≤ ≤ =a x  

  

26
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)لتكن  nu  :  المتتالية المعرفة بــ(

          
[ ]

( )
0

1

   ,  

  ;      n n

u a b

n u f+

⎧ ∈⎪
⎨
∀ ∈ =⎪⎩ ` u

  

]    : لدينا ] ( ) [ ]   ,       ;         ,  x a b f x a b∈∀ ∈    

)  : يعني أن )                   b a f x ba x  ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

]      : دينا ] ( ),      ;      x a b f x x∀ ∈ ≤   ول
  
) : نبين بالترجع أنل )nu

0   a u b
  .ورةصغــ م

0n من أجل  - =     ≤ ≤

   n b a   : نفترض أن u  ≤ ≤

1   na u b+

  

≥    : أننبين و ≤  

]x من نعلم أن  لكل  ],a،    b ( ) [ ]   ,  f x a b∈

0   b

  

a   : وبما أن u  ≤ ≤  

)    : فإن )   nf u ba ≤ ≤

1   na u b+

    

≥    : إذن ≤

  ;            nn a u b

  

∀  : ومنه ∈ ≤ ≤`

( )nu

 :    

  1  
  

   .يــةناقص ت : لنبين أن

]لدينا ] ( ),               x a b f x x∀ ∈ ≤

                        nn a

  

u      : و b∀ ∈ ≤ ≤`

     

  

  ( )                      n nn f u u≤`

1                      n nn u +

∀ ∈  

∀u        : إذن ∈ ≤`

( )nu

  

   .2  يــةناقص  ت : وبالتالي

27
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)  : نستنتج أن  2  و 1ومن  )nu

  

  . متقاربــة

)ث  حيlهـا نهاية منتهية إذن لـ ) l=

( )nu

  

l f  

  :  هــي حــل المعـادلــةومنه نهايــة 

        ( )      ;           b f x xa x≤ ≤ =  
  

  : خـلاصــة وخـاصيــة

)إذا آانت  عرفة بالعلامتتالية م ( nuقــة  ( )1   n nu+ =
f

u f   
  I متصلة على مجــال  و 

)  : مـــع )   f I I⊂0 u   و    I   ∈  

)إذا آانت  nu  .  متقاربــة(

)ةالمعـادلــفــإن نهـايتـهــا هـي  حــل    )       ،     x I f x x∈ =  
  
  

  : مثــال

      
0

1

  1
1 ;         1
2n n

u

n u u+

=⎧
⎪
⎨
∀ ∈ = +⎪⎩

`

)

  

 : مثل مبيانيــا الدالة المعرفة بـــ )1

         (  1    1
2

x xf      = +

28

]   : بين أن )2 ] ( ) [ ]  0 ,  2             ،     0 ,  2x f x∀ ∈ ∈ 

]            : بين أن )3 ] ( )  0 ,  2             ،     x f x x∀ ∈ ≥

( )nu

( )nu

 

    .  مكبــورة: بين أن )4

    . تـزايـديـة: بين أن )5

( )nu  .استنتج نهاية  )6

 
]f  متصلة  وتزايديـة على بما أن  )1 ]0,2. 

]    : فإن ]( ) [ ] [ ]0, 2   1, 2   0, 2f = ⊂

  

  

]  : ومنه ] ( ) [ ]  0 ,  2             ،     0 ,  2x f x ∈∀ ∈  
  

[ ] ( )  0 ,  2             ،     x f x ∀ x  : لنبين )2 ∈ ≥
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]على المجال    ]0,2   ، fAيوجد فوق المنصف .  

]    : ومنه   ] ( )  0 ,  2             ،     x f x x∀ ∈ ≥

0=00    2u

  
  
≥    : لدينا  n من أجل  )3 ≤

  2nu
 

≥   0 : لنفترض أن ≤  
]    : بما أن ] ( ) [ ]  0 ,  2             ،     0 ,  2x f x ∈∀ ∈  

)    : فإن )   2nf u0  ≤ ≤

10    2nu +

  
≥    : أي ≤  

]    : ومنه ]  0 ,  2             ،  0    2nx u≤ ≤

( )nu

  

∀ ∈  

   .  مكبــورة : إذن
  

]  : لدينا )4 ] ( ) [ ]  0 ,  2             ،     0 ,  2x f x∀ ∈ ∈ 

)    : و )  f x x≥  

]  :  أنوبما ]            ،     0 ,  2nn u ∈`∀ ∈  

)      : فإن )            ،     n nn f u ≥`

1  n n+ ≥

( )nu

( )nu

u∀ ∈  
u   : ومنه u   
     .  تزايديــة : إذن

  
  : . تزايديــة ومكبورة  بما أن )5

  .فإنها متقاربــة
  : ةونهايتها هــي حــل المعادلـ

      [ ] ( )  0 ,  2   ،               x f x∈ =

( )

x  

  1           1      : لدينا
2

f x x x x= ⇔ + =

    2x

  

        ⇔ =  

]  : وبما أن ]2    0 ,  2∈

  2nu lim   : فإن  =    

  
  : تمـريــن تطبـيـقــي

)لتكن  nu  :  المتتالية المعرفة بــ(

          
0

1

  1
2    3  ;      

 2
n

n
n

u
un u

u+

= −⎧
⎪

⋅ +⎨∀ ∈ =⎪ +⎩
`

f( )

  

  3   2    :  المعرفة بــ أدرس تغيرات الدالة )1
 2

xf x
x

+
=

+
 

)ثم أنشئ  )fAfnu

 :    

)ى للمتتال،  ثم انشئ الحدود الأول في معلم متعامد ممنظم  المنحنى الممثل للدالة  ية  .(

3nn    1             ; أنبين  )2 u∀ ∈ − ≤ ≤`

nu
 

)استنتج رتا )3 )0uبة  .   ،  ( )nuمتقاربة . 

29
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( )nu ية  .حدد نها )4
  

 
 
3nn    1             ;     : ن أنلنبي )1 u∈ − ≤ ≤`

0  1

∀   

0n  من أجل  u : لدينا    ،=  = −  

      01    3u ≤

1  1

− ≤  
  

1n  من أجل  u  : لدينا    ،= =  

−3u    11    : إذن ≤ ≤  

−3nu    1  : نفترض أن ≤ ≤  

3nu    11   : ونبين أن + ≤− ≤  
  

3nu    1      : لدينا ≤

( ) ( )

− ≤  

)    : إذن )1     3nf f u f− ≤ ≤  

)          : إذن )1      3nf u≤ ≤

1             : إذن   3nu +≤ ≤1    

3nu    11            : ومنه + ≤− ≤  

3nu    1             : ليوبالتا ≤− ≤  


