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                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

  01تمرٌن 

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; ; ;O i j k
  

  

 انىقطح نعتبر 1;2; 3A  َانشؼاع   4;2;1u 


   

1 اكُتب معادلة المستوي  Pالذي ٌشمل A u وٌعامد   


 

2تحقق أنّ النقطة  1;1;1C   لا تنتمً إلى المستوي   P. 

3احسب المسافة بٌن النقطة  C والمستوي P  . 

4 احسب المسافة بٌن النقطة 1;0;1D  والمستوي   Pماذا تستنتج ؟  

 الحل

كتابة معادلة المستوي . 1 Pالذي ٌشمل A u وٌعامد   


 

للمستوي  P 4 معادلة من الشكل 2 0x y z d     ّوبما أن  A P ّ4 فإن 4 3 0d     3 ومنهd  

وعلٌه معادلة المستوي  P ً4 ه 2 3 0x y z    . 

التحقق أنّ النقطة. 2 1;1;1C   لا تنتمً إلى المستوي   P. 

4لدٌنا  2 3 4 2 1 3 10C C Cx y z         ومنه النقطة C لا تنتمً للمستوي  P. 

والمستوي C حساب المسافة بٌن النقطة. 3 P  . 

  
 

2 2 2

4 2 3 10
;

214 2 1

C C Cx y z
d C P

   
 

  
 

4حساب المسافة بٌن النقطة  1;0;1D  والمستوي   Pماذا تستنتج ؟  

  
   

 
2 2 2

4 1 2 0 1 3 0
; 0

214 2 1
d D P

   
  

  

 تنتمً للمستوي D و نستنتج أن النقطة  P. 

 02 تمرٌن

ٌعطى المستوٌان  1P و 2P2:  بمعادلتٌهما 3 4 0x y z     2و 3 2 0x y z     

ـ هل المستوٌٌن  1P و 2P ٌّن التمثٌل الوسٌطً لمستقٌم التقاطع  متقاطعان ؟ فً حالة تقاطعهما ع

 الحل

ٌعطى المستوٌان  1P و 2P2:  بمعادلتٌهما 3 4 0x y z     2و 3 2 0x y z     

ـ هل المستوٌٌن  1P و 2P متقاطعان ؟ 

لدٌنا  1; 2;3n 


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  1P و  ' 2;3; 1n  


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  2P. 

ولدٌنا 
2 3

1 2





n منه الشعاعان 


n' و


 غٌر مرتبطٌن خطٌا إذن المستوٌان 1Pو  2Pمتقاطعان حسب مستقٌم d 

تعٌٌن تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  d. 

المستقٌم  dمعرف بالجملة التالٌة    
 

 

2 3 4 0........... 1

2 3 2 0........ 2

x y z

x y z

   

    

 

بضرب المعادلة  1 5 وبجمع المعادلتٌن نجد 2 بـالعدد 6 0y z    5 ومنه 6y z  

وبتعوٌض فً المعادلة 1 نجد  2 5 6 3 4 0x z z     7 ومنه 8 0x z   7 أي 8x z  
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zوبوضع  t نجد 

7 8

5 6

x t

y t

z t

 


 
 

 .    عدد حقٌقtً حٌث 

 03تمرٌن 

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; ; ;O i j k
  

 :وؼرثس انىقظ ،

  1; 1; 1A   ، 2;3; 2B ، 1;3; 1C    َانشؼاع 1; 2; 3u   


.  

كرة ذمصٕلا َسٕطٕا نهمسرُْ  اُ (1 OAB. 

ٌّن المعادلة الدٌكارتٌة للمستوي (2  ع P
 

u وٌكون C ٌشمل الذي


 . شعاعا ناظمٌا له

ٌّن نقط تقاطع المستوي(3  ع OAB  والمستوي   P.  

 الحل

 حًثٍلا ٔسٍطٍا نهًسخٕي  كتابة(1 OAB. 

ندٔىا  1; 1; 1OA   


 ،  2;3; 2OB 


 َ 
2 3

1 1


 
OA َمىً انشؼاػان 


 َ OB


  غٕس مسذثطٕه خطٕا َتانرانٓ انىقظ

A،Bو C تعٌن مستوٌا  OAB. 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء  

 M OAB ًٌعن OM OA OB  
  

 . عددان حقٌقٌان و  حٌث 

ومنه   

2

3

2

x

y

z

 

 

 

  


  
   

 . وسٌطان حقٌقٌان و  حٌث 

 تعٌٌن المعادلة الدٌكارتٌة للمستوي (2 P
 

u وٌكون C ٌشمل الذي


 . شعاعا ناظمٌا له

المستوي P 2  له معادلة من الشكل 3 0x y y d     ولدٌنا  C P ً1 تعن 6 3 0d    2 أيd  

وعلٌه معادلة المستوي  P ً2 ه 3 2 0x y y    . 

 تعٌٌن نقط تقاطع المستوي(3 OAB  والمستوي   P.  

نحل الجملة   

 

 

 

 

2 .................... 1

3 .................... 2

2 .................... 3

2 3 2 0...... 4

x

y

z

x y y

 

 

 

  


  


  
    

 

 نعوض كل من المعادلة  1َ 2َ  3 فٓ انمؼادنح  42  وجد 2 6 3 6 2 0            

6ومنه  2 2 0    3 أي 1    وعلٌه 

 

 

 

2 3 1

3 3 1

2 3 1

x

y

z

 

 

 

   


   


   

 أي 

5 2

8 3

7 2

x

y

z







 


 
   

  عدد حقٌقً حٌث 

 .وهو تمثٌل وسٌطً لمستقٌم التقاطع
 (2011بكالورٌا علوم تجرٌبٌة  ) 04تمرٌن 

نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

، المستوي  P الذي ٌشمل  

النقطة  1; 2;1A و  2;1;5n 


  شعاع ناظمً له ؛ ولٌكن  Q 2المستوي ذا المعادلة 7 0x y  . 
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 اكُتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي .1 P. 

 تحقق أنّ النقطة أ ـ. 2 1;4; 1B  مشتركة بٌن المستوٌٌن  Pو  Q. 

ٌّن أنّ المستوٌٌن ب ـ     ب Pو  Q متقاطعان وفق مستقٌم  ٌطلب تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا له . 

لتكن النقطة . 3 5; 2; 1C   

 والمستوي C احُسب المسافة بٌن النقطة أ ـ     P ثمّ المسافة بٌن النقطة ،C والمستوي  Q. 

 اثبت أنّ المستوٌٌن ب ـ     Pو  Q متعامدان . 

 والمستقٌم C استنتج المسافة بٌن النقطة  جـ ـ    . 

 الحل

 كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي .1 P. 

المستوي  P 2 له معادلة من الشكل 5 0x y z d     ولدٌنا  A P ً2 ٌعن 2 5 0d     1 أيd   

2وبالتالً  5 1 0x y z     هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P.  

أ ـ التحقق أنّ النقطة . 2 1;4; 1B  مشتركة بٌن المستوٌٌن  Pو  Q. 

2لدٌنا  5 1 2 4 5 1 0B B Bx y z         ومنه  B P. 

2و لدٌنا  7 1 8 7 0B Bx y       ومنه  B Q. 

ب ـ تبٌٌن أنّ المستوٌٌن  Pو  Q متقاطعان وفق مستقٌم  ٌطلب تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا له . 

لدٌنا  2;1;5n 


 شعاع ناظمً لـ  P و  ' 1;2;0n


 شعاع ناظمً لـ  Q و 
2 1

1 2


 ومنه الشعاعان n


n' و 


 

غٌر مرتبطٌن خطٌا و بالتالً المستوٌان  Pو  Q متقاطعان وفق مستقٌم  
 

تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  . 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

إذا كانت  M   فإن إحداثٌاتها تحقق الجملة 
2 7 0

2 5 1 0

x y

x y z

  

    

y وبوضع  t  

تصبح الجملة  
 

 

2 7 0............... 1

2 5 1 0..... 2

x t

x t z

  

    

 من  1 2 نجد 7x t   ًوبالتعوٌض ف  2 نجد  

 2 2 7 5 1 0t t z       3 ومنهz t   إذن  

2 7

:

3

x t

y t

z t

  


 
   

 . وسٌط حقٌقtً حٌث 

لتكن النقطة . 3 5; 2; 1C   

 والمستوي Cأ ـ حساب المسافة بٌن النقطة  P ثمّ المسافة بٌن النقطة ،C والمستوي  Q. 

  
   2 5 2 5 1 1 18 3 30

;
54 1 25 30

d C P
    

  
 

 ؛   
 5 2 2 7 6 6 5

;
51 4 5

d C Q
  

  


 

ب ـ اثبت أنّ المستوٌٌن  Pو  Qمتعامدان . 

.لدٌنا  ' 2 1 1 2 5 0 0n n        
 

n' ومنه  n
 

 وبالتالً المستوٌان  Pو  Qمتعامدان . 

 والمستقٌم C استنتج المسافة بٌن النقطة جـ ـ 
 

المستوٌان  Pو  Q  متعامدان ومنه حسب نظرٌة فٌتاغورس        2 2 2; ; ;d C d C P d C Q   
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ومنه         2 2 270 180 450
; ; ; 18 3 2

25 25 5
d C d C P d C Q        

 (2014بكانٕزٌا عهٕو حجسٌبٍت ) 05حًسٌٍ 

نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; ; ;O i j k
  

 : النقط

 1;1;3A  ، 1;0; 1B ، 2; 1;1C ،  2;0; 1D  والمستوي P 2:  ذا المعادلة 1 0y z  . 

لٌكن  المستقٌم الذي تمثٌل وسٌطً له   :

1

2

1 2

x

y

z





 


 
  

 . وسٌط حقٌقً حٌث 

 اكُتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم (1 BC ؛ ثمّ تحقق أنّ المستقٌم BC محتوى فً المستوي  P. 

ٌّن أنّ المستقٌمٌن (2  ب  و  BCلٌسا من نفس المستوي . 

والمستوي  Aاحسب المسافة بٌن النقطة  ( أ (3 P. 

ٌّن أنّ (ب     نقطة من D ب P ؛ وأنّ المثلثBCD قائم . 

ٌّن أنّ (4  . رباعً وجوه، ثمّ احسب حجمهABCD ب

 الحل

نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; ; ;O i j k
  

 : النقط

 1;1;3A  ، 1;0; 1B ، 2; 1;1C ،  2;0; 1D  والمستوي P 2:  ذا المعادلة 1 0y z  . 

لٌكن  المستقٌم الذي تمثٌل وسٌطً له   :

1

2

1 2

x

y

z





 


 
  

 . وسٌط حقٌقً حٌث 

 كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم (1 BC . 

لدٌنا  1; 1;2BC 


 شعاع توجٌه للمستقٌم  BC. 

من أجل نقطة  ; ;M x y z من المستقٌم  BC لدٌنا BM t BC
 

 . عدد حقٌقtً حٌث 

ومنه 

1

1 2

x t

y t

z t

 


 
   

 . عدد حقٌقtً حٌث 

التحقق أنّ المستقٌم  BC محتوى فً المستوي  P. 

لدٌنا  2 1 2 0 1 1 0B By z      ومنه  B P 

ولدٌنا  2 1 2 1 1 1 0C Cy z       ومنه  C P وبالتالً المستقٌم  BC محتوى فً المستوي  P. 

 تبٌٌن أنّ المستقٌمٌن (2  و  BCلٌسا من نفس المستوي . 

ندٔىا  1; 1;2BC 


 شعاع توجٌه للمستقٌم  BC و  0;1; 2u 


 شعاع توجٌه للمستقٌم  . 

و
0 1

1 1



BC ومنه الشعاعان 


u و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا وبالتالً المستقٌمان   و  BCغٌر متوازٌٌن  

 ندرس التقاطع

نفرض أنّ  و  BC  متقاطعان إذن 

 

 

 

1 1 ............... 1

2 ............ 2

1 2 1 2 ..... 3

t

t

t





  


  

  
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من  1 2 نجدt   بالتعوٌض فً جمٌع المعادلات نجد 

1 1 2

2 2

1 2 5





  


 
   

 أي 

1 1

0

3





  



 

  وهذا تناقض

إذن  و  BCغٌر متقاطعٌن وبالتالً فهما لٌسا من نفس المستوي . 

والمستوي  A حساب المسافة بٌن النقطة ( أ (3 P. 

  
 2 1 3 1 6

;
4 1 5

d A P
 

 


 

 نقطة من D تبٌٌن أنّ (ب P ؛ وأنّ المثلثBCDقائم . 

لدٌنا  2 1 2 0 1 1 0D Dy z      ومنه  D P 

ولدٌنا  1; 1;2BC 


 ، 1;0;0BD


 و  0;1; 2CD 


. إذن  0 1 1 0 2 0 0CD BD       
 

CD ومنه  BD
 

 

 . D قائم فً BCD وبالتالً المثلث

 .  رباعً وجوهABCD تبٌٌن أنّ (4

تما أنّ   ; 0d A P  ّفإن  A P ًَمى ABCD لأنّ المستوي  ) رباعً وجوه BCD هو المستوي  P )   

 .حساب حجمه

      
1

;
3

V ABCD S BCD d A P  

لدٌنا  
2

BD CD
S BCD


 1 ولدٌنا 0 0 1BD     و    

2 220 1 2 5CD      

ومنه  
1 5 5

2 2
S BCD ua


  وعلٌه  

1 5 6
1

3 2 5
V ABCD uv   . 

 06تمرٌن 

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; ; ;O i j k
  

، 

انىقظ  نعتبر  1;0; 1A ، 1;4;1B ، 2;3;3C، 2;1;5D 

1  تٕهّ أنّ انشؼاع 1; 1;1u  


 ػمُدْ ػهّ انمسرُْ  ABC.   

2 ُْاسرىرج مؼادنح دٔكازذٕح نهمسر ABC     

3 تٕه أن ABCDًزتاػٓ أَج ٌُ.  

4 ادسة مسادح انمصهس ABC. 

5 ادسة انمسافح d انىقطح تٕهD َانمسرُْ   ABC  . 

6 ًادسة دجم زتاػٓ الأَج ABCD. 

 انحم

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; ; ;O i j k
  

، 

انىقظ  نعتبر  1;0; 1A ، 1;4;1B ، 2;3;3C، 2;1;5D 

ندٔىا  2;4;2AB 


 ،  1;3;4AC


 َ 
2 4

1 3


 َمىً انشؼاػان AB


 َ AC


  غٕس مسذثطٕه خطٕا َتانرانٓ 

  . ذؼٕه مسرُٔاA ، B َ Cانىقظ  

1  انشعاع ٌّ حبٍٍٍ أ 1; 1;1u  


 عًٕدي عهى انًسخٕي  ABC.   

ندٔىا      . 1 2 1 4 1 2 0u AB      
 

 َ      . 1 1 1 3 1 4 0u AC     
 

u َمىً انشؼاع 


  ػمُدْ ػهّ 
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ABكم مه انشؼاػٕه 


 َ AC


u َتانرانٓ انشؼاع 


 ػمُدْ ػهّ انمسرُْ  ABC. 

2 اسخُخاج يعادنت دٌكازحٍت نهًسخٕي ABC     

نهمسرُْ  ABC 0 مؼادنح مه انشكمx y z d     َندٔىا  A ABC ٓ1 ذؼى 1 0d    ً2 َمىd  

2َػهًٕ  0x y z     ُْمؼادنح دٔكازذٕح نهمسر  ABC. 

3 ٌحبٍٍٍ أ ABCDّزباعً أٔج ْٕ. 

2تما أنّ  2 1 5 2 4 0D D Dx y z            فإن انىقطح D ُْخازجح ػه انمسر  ABC ًَمى ABCD ٌُ

 .زتاػٓ أَجً

4 حساب يساحت انًثهث ABC. 

 ػهّ انمسرقٕم C انمسقظ انؼمُدْ نهىقطح  Hنركه   AB ػىدئر . . .AB AC AB AH AB AH 
   

 

َندٔىا مه جٍح أخسِ      . 2 1 4 3 2 4 18AB AC     
 

 َ      
2 2 2

2 4 2 24AB      

18َػهًٕ  24AH إذن  
18

24
AH    . 

H : 2 انقائم فٓ ACHندٔىا فٓ انمصهس   2 2AH CH AC  ً2 َمى 2CH AC AH  

دٕس      
2 2 22 1 3 4 26AC     َ 2 324

24
AH  ًَمى 

324 300 5 2
26

24 24 2
CH     

إذن  

5 2
2 6

. 10 32 5 3
2 2 2

AB CH
S ABC ua



                                             

5 حساب انًسافت d ٍٍانُقطت بD ٔانًسخٕي   ABC  .  

2 1 5 2 4

3 3
d

   
                  

6 ّحساب حجى زباعً الأٔج ABCD.    

   
1

3
V ABCD S ABC d ًَمى  

1 4 20
5 3

3 33
V ABCD uv     . 

  07تمرٌن 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

: ، نعتبر النقط 3; 1;2A ، 4; 1; 1B  ،  2;0;2C. 

1 ٌّن أنّ النقط  أ ـ ٌّن مستوٌاC و  A،  B ب  .  تع

ٌّن أنّ الشعاع ب ـ      ب 3;3;1n


 ناظمً للمستوي  ABCٌّن معادلة دٌكارتٌة له  . ثمّ ع

2 لٌكن المستوي  P 1 الذي معادلته الدٌكارتٌة 0x y  . 

ٌّن أنّ المستوٌٌن أ ـ       ب Pو  ABCمتقاطعان . 

ٌّن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم ب ـ       ع  تقاطع المستوٌٌن  Pو  ABC. 

3 احسب المسافة بٌن أ ـ O والمستقٌم  . 

 والمماسة للمستقٌم O استنتج معادلة دٌكارتٌة لسطح الكرة التً مركزها ب ـ     . 

 الحل

ٌّن مستوٌاC و  A،  Bأ ـ إثبات أنّ النقط   لدٌنا :  تع 1;0; 3AB 


 و  1;1;0AC 

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1 0

1 1



AB ومنه إحداثٌات الشعاعٌن 


AC و


AB غٌر متناسبة وعلٌه الشعاعان 


AC و


 غٌر مرتبطٌن خطٌا 

ٌّن مستوٌا وحٌداC و  A،  Bوبالتالً فإنّ النقط   .  لٌست على استقامة واحدة فهً تع

nب ـ إثبات أنّ 


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  ABC 

لدٌنا      . 3 1 3. 0 1. 3 0n AB     
 

 و      . 3 1 3. 1 1. 0 0n AC     
 

 

n ومنه الشعاع


AB عمودي على كل من الشعاعٌن 


AC و


n  وعلٌه فإنّ الشعاع 


 ناظمً للمستوي  ABC. 

تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

المستوي  ABC 3 له معادلة من الشكل 3 0x y z d   ولدٌنا   C تنتمً للمستوي  ABCًٌعن  

   3 2 3 0 2 0d    8 ومنهd   وبالتالً معادلة المستوي   ABCً3: ه 3 8 0x y z   . 

أ ـ إثبات أنّ المستوٌٌن  Pو  ABCمتقاطعان . 

لدٌنا  3;3;1n


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  ABC و  ' 1;1;0n


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  P 

و 
1 0

3 1
 ومنه الشعاعان n


n' و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا وعلٌه فإنّ المستوٌٌن  Pو  ABCمتقاطعان   

ب ـ تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم   تقاطع المستوٌٌن  Pو  ABC. 

المستقٌم  معرّف بالجملة التالٌة   :
 

 

3 3 8 0..... 1

1 0............... 2

x y z

x y

   


  

 

من المعادلة  21:   نجدx y . 

 فً xوبتعوٌض قٌمة  1 نجد   3 1 3 8 0y y z     5   ومنهz  وعلٌه

1

5

x y

y y

z

 



 

 

yوبوضع  tنجد  : 

1

5

x t

y t t

z

 


 
 

 وهو تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  . 

 و Oأ ـ حساب المسافة بٌن النقطة  . 

 على O المسقط العمودي للنقطةHلتكن  ومنه . 0u OH 
 

. 

 تنتمً للمستقٌم Hلدٌنا   إذن  1 ; ;5H t t و  1 ; ;5OH t t


. 

ولدٌنا  1;1;0u 


   شعاع توجٌه للمستقٌم  .  
 

. 0u OH 
 

 معناه     1 1 0. 5 0t t     ومنه 
1

2
t  وعلٌه   

1 1
; ;5

2 2
H
 
 
 

 
 

    
2 2

21 1 102
; 0 0 5 0

2 2 2
d O OH

   
           

    
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 والمماسة للمستقٌم Oب ـ استنتاج معادلة دٌكارتٌة لسطح الكرة التً مركزها  . 

2 معادلة سطح الكرة هً   2 2 102

4
x y z   2 أي 2 2 51

2
x y z    

 08تمرٌن 

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; ; ;O i j k
  

 

11 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P الذي ٌمسّ سطح الكرة  S ذات المركز  1; 1;3A . 

جد نصف قطر سطح الكرة  -1 Sثمّ استنتج معادلة دٌكارتٌة لـ ،  : S. 

جد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  -2 d النقطة ٌشمل الذي A  والعمودي على P. 

نقطة تماس  Hلتكن النقطة  -3 S والمستوي  P ٌّن احداثٌات  .H؛ ع

ٌّن احداثٌات النقط المشتركة بٌن  -4 ع Sوحامل محور الفواصل . 

المستوٌان  -5 1Pو  2P2:  معادلتٌهما على الترتٌب 3 0x y z     2و 2 0x y z   . 

  ـ جد معادلة دٌكارتٌة للمستوي الذي ٌشمل النقطة 3; 6;2B   والعمودي على المستوٌٌن   1Pو  2P. 

 الحل

11 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P الذي ٌمسّ سطح الكرة  S ذات المركز  1; 1;3A . 

إٌجاد نصف قطر سطح الكرة  -1 Sثمّ استنتج معادلة دٌكارتٌة لـ ، : S. 

لدٌنا   
1 1 3 11 6

; 2 3
3 3

d A P
  

   بما أن  P ٌمس  S فإن نصف قطر السطح  S 2 هو 3R  

وبالتالً المعادلة الدٌكارتٌة للسطح  S ًه      
2 2 2

1 1 3 12x y z     . 

إٌجاد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  -2 d النقطة ٌشمل الذي A  والعمودي على P. 

ندٔىا  1; 1;1n 


 شؼاػا واظمٕا نهمسرُْ  P َّتما أن  d ّػمُدْ ػه  P ّفإن n


 مُجً نهمسرقٕم  d. 

َمىً 

1

1

3

x t

y t

z t

 


  
  

 ػدد دقٕقٓ؛ ٌَُ ذمصٕم َسٕطٓ نهمسرقٕم t دٕس   d. 

نقطة تماس  Hلتكن النقطة  -3 S والمستوي  P؛ تعٌٌن احداثٌاتH. 

H  انمسقظ انؼمُدْ نهىقطح ٌٓ  A ُْػهّ انمسر   P أْ ٌٓ وقطح ذقاطغ انمسرقٕم d َُْانمسر  P. 

لدٌنا  H d معناه  1 ; 1 ;3H t t t    ولدٌنا  H P 11 معناه 0H H Hx y z    ومنه  

 1 1 3 11 0t t t        3 ومنه 6 0t   2 أيt  ّوبالتالً فإن  3; 3;5H . 

تعٌٌن احداثٌات النقط المشتركة بٌن  -4 Sوحامل محور الفواصل . 

وذم انجمهح  

       

 

 

2 2 2
1 1 3 12..... 1

0............................................... 2

0............................................... 3

x y z

y

z

      







 فٓ y َ z ترؼُٔض كم مه  1 وجد  

     
2 2 2

1 0 1 0 3 12x       ًَمى  
2

1 2x   ْ2 أ 1x   َ2 أ 1x    

إذن       ; ; 2 1;0;0 ; 2 1;0;0x y z     ًَمى         2 1;0;0 ; ' 2 1;0;0S Ox I I     

المستوٌان  -5 1Pو  2P2:  معادلتٌهما على الترتٌب 3 0x y z     2و 2 0x y z   . 



     مصطفاْ ػثد انؼزٔز:     إػداد                        ذمــازٔه مذهُنح فٓ انٍىدسح فٓ انفضاء                                                 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

9 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

ـ إٌجاد معادلة دٌكارتٌة للمستوي الذي ٌشمل النقطة 3; 6;2B   والعمودي على المستوٌٌن   1Pو  2P.   

ندٔىا  1 1; 1; 2n  


 شؼاع واظم نهمسرُْ  1P َ  2 2;1; 1n 


 شؼاع واظم نهمسرُْ  2P. ًٌَٕما شؼاػٓ ذُج 

نهمسرُْ  Q انؼمُدْ ػهّ انمسرُٕٔه  1Pو  2P.    

نٕكه  ; ;u a b c


 شؼاػا واظمٕا نهمسرُْ  Q ػىدئر 
1

2

. 0

. 0

u n

u n

 




 

  ًَمى 
 

 

2 0........... 1

2 0........... 2

a b c

a b c

  


  

 

3تجمغ انمؼادنرٕه وجد  3 0a c  ًَمى a c ٓتانرؼُٔض ف  2 2 وجد 0c b c   ًَمى b c  1 وأخر مصلاc  

وجد  1; 1;1u 


 َمىً نهمسرُْ  Q 0 مؼادنح مه انشكمx y z d    َندٔىا  B Q ٓ3 ذؼى 6 2 0d    

11dأْ    ًٕ11 َػه 0x y z    ُْمؼادنح دٔكازذٕح نهمسر  Q ًَٕػه    Q P   . 

 (2010بكانٕزٌا حقًُ زٌاضً ) 09حًسٌٍ  

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ; ;O i j k
  

 

 نعتبر النقطتٌن 3; 2;2A و 0;4; 1B . 

 اكُتب معادلة للمستوي.1 1Pالذي ٌشمل Aو  1;0; 1u 


 . شعاع ناظمً له

2. 2Pالمستوي الذي ٌحوي المستقٌم  AB وٌعامد المستوي  1P. 

ٌّن أنّ    أ ـ  ب 1;1;1v


 شعاع ناظمً للمستوي  2P. 

 اكُتب معادلة للمستوي ب ـ    2P. 

 : حٌثD وC نعتبر النقطتٌن .3 6;1;5CوDمعرّفة بـ  : 0; 3; 6CD  


. 

ٌّن أنّ المثلثأ ـ     . واحسب مساحتهA قائم فACDً ب

ٌّن أنّ المستقٌم ب ـ     ب AB عمودي على المستوي  ACD. 

      .ACDB احُسب حجم رباعً الوجوهجـ ـ   

 انحم

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ; ;O i j k
  

 

 نعتبر النقطتٌن 3; 2;2A و 0;4; 1B . 

 كتابة معادلة للمستوي.1 1Pالذي ٌشمل Aو  1;0; 1u 


 . شعاع ناظمً له

المستوي  1P 0 له معادلة من الشكلx z d   ولدٌنا  1A P ً3 تعن 2 0d   1 أيd   وعلٌه  

1 0x z   هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  1P. 

2. 2Pالمستوي الذي ٌحوي المستقٌم  AB وٌعامد المستوي  1P. 

   أ ـ تبٌٌن أنّ  1;1;1v


 شعاع ناظمً للمستوي  2P. 

لدٌنا  3;6; 3AB  


u و 


 شعاعً توجٌه للمستوي  2P ٌّحوي المستقٌم وهما غٌر مرتبطٌن خطٌا لأن AB وٌعامد 

المستوي  1P ولدٌنا  . 1 1 1 0 1 1 0v u       
 

 و    . 1 3 1 6 1 3 0v AB       
 

 

vومنه  AB
 

v و  u
 

  أي شعاع ناظمً للمستوي  2P. 

  ب ـ كتابة معادلة للمستوي   2P. 

المستوي  2P 0 له معادلة من الشكلx y z d    ولدٌنا  2B P ً0 تعن 4 1 0d    3 أيd   
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3وبالتالً  0x y z    هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  2P. 

 : حٌثD وC نعتبر النقطتٌن .3 6;1;5CوDمعرّفة بـ  : 0; 3; 6CD  


. 

  A قائم فACDً   أ ـ تبٌٌن أنّ المثلث

نضع  '; '; 'D x y z ومنه  ' 6; ' 1; ' 1CD x y z  


 ولدٌنا  0; 3; 6CD  


' إذن  6 0x   ،' 1 3y   ، 

' 5 6z    أي ' 6x  ، ' 2y   و ' 1z   وعلٌه  6; 2; 1D   

لدٌنا  3;3;3AC


 ،  3;0; 3AD 


 و  . 3 3 3 0 3 3 0AC AD       
 

AC وهذا ٌعنً أن  AD
 

  وبالتالً 

  .A  قائم فً ACDالمثلث 

 .حساب مساحته

 
3 3 3 2 9 6

2 2 2

AC AD
S ACD ua

 
   

   ب ـ تبٌٌن أنّ المستقٌم  AB عمودي على المستوي  ACD. 

.لدٌنا  3 3 6 3 3 3 0AB AC        
 

 و  . 3 3 6 0 3 3 0AB AD        
 

AB وهذا ٌعنً  AC
 

 

ABو  AD
 

AB ومنه 


 شعاع ناظمً للمستوي  ACD وبالتالً المستقٌم  AB ٌعامد المستوي  ACD 

 .ACDBجـ ـ حساب حجم رباعً الوجوه

بما أن  AB ٌعامد المستوي  ACD فإن Aهً المسقط العمودي للنقطة  B على المستوي  ACD 

َػهًٕ    
1 1 9 6

3 6 27
3 3 2

V ABCD S ACD AB uv      

 10حًسٌٍ 

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

   

 انىقظ نعتبر 3; 2;2A  ، 6;1;5B ، 6; 2; 1C   ، 0;4; 1D . 

 .Aقائم فٓ  ABC تٕهّ أنّ انمصهس (1

 اكُرة مؼادنح انمسرُْ (2 1P انرْ ٔشمم A  َٔؼامد انمسرقٕم AC.  

 تٕهّ أنّ انمسرُْ (3 2P3:  ذا انمؼادنح 0x y z     ٔشمم انىقطحA  َٔؼامد انمسرقٕم AB. 

 اكُرة مؼادنح سطخ انكسج (  أ(4 S انرٓ مسكزٌا B  5َوصف قطسٌا 3R  

دٕس  L ػٕهّ انطثٕؼح َانؼىاصس انممٕزج نهمجمُػح (    ب   2L S P . 

AD.:  ادسة انجدائٕه انسهمٕٕه اٖذٕٕه( أ (5 AB
 

  َ.AD AC
 

، شمّ اسرىرج أنّ انمسرقٕم ADُْٔؼامد انمسر  ABC 

 .ABCDادُسة دجم زتاػٓ انُجُي  ( ب   

 انحم
ٌّ انًثهث (1  .Aقائى فً  ABC إثباث أ

ندٔىا  3;3;3AB


 َ  3;0; 3AC 


 َ      . 3 3 0 3 3 3 0AB AC    
 

 

ABأي أنّ  AC
 

 .Aقائم فٓ  ABC وبالتالً المثلث 

 يعادنت انًسخٕي (2 1P انري ٌشًم A  ٌٔعايد انًسخقٍى AC.  

تما أنّ  3;0; 3AC 


 فإن انمسرُْ  1P3:  مؼادنرً مه انشكم 3 0x z d   ّوبما أن   1P ٔشمم انىقطح A ّفإن  

   3 3 3 2 0d   ً3 َمىd   وعلٌه  1 :3 3 3 0P x z  . 
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ٌّ انًسخٕي(3  إثباث أ 2P3:  ذا انًعادنت 0x y z     ٌشًم انُقطتA ٌٔعايد انًسخقٍى  AB. 

3ندٔىا  3 2 2 3 0A A Ax y z        ومنه  2P ٌشمل النقطة A. 

َندٔىا  
2

1;1;1Pn


 و  3;3;3AB


 َ  
3 3 3

1 1 1
  ومنه 

2Pn


 َ AB


AB مسذثطان خطٕا إذن 


  شؼاع واظمٓ

 نهمسرُْ  2P َُْتانرانٓ انمسر  2P
 

ٔؼامد انمسرقٕم  AB. 

 كخابت يعادنت سطح انكسة (  أ(4 S انخً يسكزْا B  5َٔصف قطسْا 3R  

       
2 2 2

: 6 1 5 75S x y z     . 

حٍث  L حعٍٍٍ انطبٍعت ٔانعُاصس انًًٍزة نهًجًٕعت (ب   2L S P . 

 ػه انمسرBُْتؼُد انىقطح  2P ٌُ 
6 1 5 3

3 3
3

d
  

 . 

 َ5 3d  ًَٕػه   2P ٔقطغ  S فٓ دائسج مسكزٌا A انمسقظ انؼمُدْ نهىقطح Bُْػهّ انمسر  2P 

2 دٕس rَوصف قطسٌا  2 2r d R  2  ومنه 2 75 27 48 4 3r R d      . 

 ( أ (5     . 3 3 6 3 3 3 0AD AB     


  و      . 3 3 6 0 3 3 0AD AC      


. 

ADَمىً انشؼاع 


AB ػمُدْ ػهّ كم مه انشؼاػٕه 


َ AC


AD وعلٌه الشعاع 


واظمٓ نهمسرُْ   ABC 

 انمسرقٕم وبالتالً AD ُْٔؼامد انمسر  ABC. 

 .ABCDحساب حجى زباعً انٕجِٕ  (ب

تما أنّ انمسرقٕم  AD ُْٔؼامد انمسر  ABC ّفإن A انمسقظ انؼمُدْ نهىقطح ٌٓ D ُْػهّ انمسر  ABC 

 ٔؼطّ كما ٔهٓ ABCDَػهًٕ دجم زتاػٓ انُجُي 
1

.
3

ABCV S AD. 

 َتانرانٓ مسادرً ٌٓ  A قائم فٓ ABCانمصهس 
. 3 2 3 3 9 6

2 2 2
ABC

AB AC
S ua


   

3َندٔىا  6AD   وعلٌه  
1 9 6

3 6 27
3 2

V uv   . 

 11حًسٌٍ 

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 : انىقظ نعتبر 

 1;2;1A ، 2;1;3B،  0; 1;2C . 

 َنركه  P انىقظ مجمُػح M تذٕس انفضاء مه AM BM. 

 تٕهّ أنّ -1 P ٌُ ُْ3مؼادنرً  انرْ انمسر 2 4 0x y z   . 

ٌّن معادلة المستوي -2  ع Q الذي ٌشمل A  وٌوازي P. 

 للمستقٌم وسٌطٌا تمثٌلا  اكُتب(أ -3 D الذي ٌشمل C وٌعامد  P. 

ٌّن(ب     تقاطع نقطة E إحداثٌات  ع Q و  D. 

والمستقٌم  A احسب المسافة بٌن النقطة (   جـ D. 

ٌّن تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي -4 ع 'Pالذي ٌحوي المستقٌم  ACوٌعامد المستوي  P،  ّله معادلة استنتج ثم .       
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 الحل

1- ٌّ  إثباث أ P ْٕ 3يعادنخّ  انري انًسخٕي 2 4 0x y z   . 

AM BM معناه            
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 3x y z x y y           

وتكافئ            
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 3x y z x y y           

3وبعد التبسٌط نجد  2 4 0x y z    ً3 وبالتال 2 4 0x y z    هً معادلة للمستوي  P. 

 

 تعٌٌن معادلة المستوي -2 Q الذي ٌشمل A  وٌوازي P. 

بما المستوي  Q ٌوازي  P3:  فإنّ معادلته تكون من الشكل 2 0x y z d    

 نقطة من Aوبما أنّ  Q ّفإن    3 1 2 2 1 0d     3 ومنهd  

3وعلٌه  2 3 0x y z   ًللمستوي  دٌكارتٌةمعادلة  ه  Q 

 للمستقٌم وسٌطٌا  كتابة تمثٌلا( أ -3 D الذي ٌشمل C وٌعامد  P. 

لدٌنا  3; 1;2n 


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  P وبما أنّ المستقٌم  D ٌعامد  P ّفإن  

الشعاع  3; 1;2n 


 ٌكون شعاع توجٌه للمستقٌم  D ولدٌنا  C D. 

من أجل كل  ; ;M x y z من  Dلدٌنا  :CM t n
 

 عدد حقٌقً و t حٌث  ; 1; 2CM x y z 


. 

ومنه   

3

1

2 2

x t

y t t

z t




   
  

 أي  

3

1

2 2

x t

y t t

z t




   
  

. 

 تقاطع نقطة E إحداثٌات  تعٌٌن(ب Q و  D. 

نحل الجملة     

 

 

 

 

3 ............... 1

1 ........ 2

2 2 ........ 3

3 2 3 0....... 4

x t

y t

z t

x y z




  


 
    

. 

وبتعوٌض كلا من  1و   2و 3 ًف  4نجد  :     3 3 1 2 2 2 3 0t t t       

14ومنه  8 0t   أي 
4

7
t   إذن  

12

7

3

7

6

7

x

y

z


 




 






  إذن  
12 3 6

; ;
7 7 7

E
 
  
 

. 

والمستقٌم  A حساب المسافة بٌن النقطة (جـ D. 

لدٌنا المستقٌم  D ٌعامد المستوي  P والمستوٌٌان  Pو  Q متوازٌان إذن  D ٌعامد  Q  . 

ولدٌنا  A Q إذن المسقط العمودي للنقطة A على المستقٌم Dهً النقطة  E نقطة تقاطع  Q و  D. 

والمستقٌم  Aالمسافة بٌن النقطة وعلٌه  D هً الطول AE. 

2 2 2
12 3 6 315

1 2 1
7 7 7 7

AE
     

             
     
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تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي -4 'P الذي ٌحوي المستقٌم  ACوٌعامد المستوي  P. 

لدٌنا  'P ٌحوي المستقٌم  AC إذن AC


 شعاع توجٌه للمستوي  'P  .  

ولدٌنا  'P ٌعامد المستوي  P إذن الشعاع AB


 الناظمً للمستوي  P ٌكون  

شعاع توجٌه ثان للمستوي  'P و AC


AB و 


 . غٌر مرتبطٌن خطٌا

وعلٌه من أجل كل ; ;M x y z من  'Pلدٌنا  :  2/ ,AM t AB k AC t k  
  

. 

ومنه  

3 1

3 2

2 1

x t k

y t k

z t k

  


   
   

 . عددان حقٌقٌانk وtحٌث 

استنتاج معادلة دٌكارتٌة للمستوي  'P. 

 

 

 

3 1........... 1

3 2........ 2

2 1........... 3

x t k

y t k

z t k

  


   


  

 

من  13:  نجد 1k x t   وبتعوٌض kًبقٌمتها ف  2و  3نجد  : 

 3 3 1 2y t x t      و   2 3 1 1z t x t     ومنه  

 

 

 

3 1........... 4

3 8 1....... 5

2............. 6

k x t

y x t

z x t

  


   


  

 

من  62:  نجدt x z   وبتعوٌض  tفً  بقٌمتها  5نجد  : 3 8 2 1y x x z      

5وعلٌه  8 15 0x y z    هً معادلة للمستوي  'P. 

  12حًسٌٍ 

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; , ,O i j k
  

 :وؼرثس انىقظ 

  2;0;0A، 0;1;0B،  0;0;2C. 

 .لٌست فً استقامٌة Cو A،B تٕهّ أنّ انىقظ -1

 جد مؼادنح دٔكازذٕح نهمسرُْ -2 ABC. 

 جد ذمصٕلا َسٕطٕا نهمسرقٕم-3 BC  . 

4-  Pُْ2  مؼادنرً انرْ انمسر 2 2 0x y z   . 

 تٕهّ أن(أ       P َ ABC  مرقاطؼان. 

ذىرمٕان إنّ  Cَانىقطح  B تٕهّ أنّ انىقطح (    ب P ذسرىرج؟ ماذا 

2MA: مه انفضاء انرٓ ذذقق  Mػٕهّ مجمُػح انىقظ  -5 MB MC MA MB MC    
     

  

 الحل
ٌّ انُقظ -1  .لٌست فً استقامٌة Cو A،B إثباث أ

: لدٌنا 2;1;0AB 


 و  2;0;2AC 


 و 
2 0

2 1





AB إذن الشعاعان 


AC و


  غٌر مرتبطٌن خطٌا

 .لٌست فً استقامٌة Cو A،B  ومنه النقط
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                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 يعادنت دٌكازحٍت نهًسخٕي -2 ABC. 

نٕكه  ; ;n a b c


 شؼاػا واظمٕا نهمسرُْ  ABC إذن 
. 0

. 0

n AB

n AC

 




 

  ومنه 
2 0

2 2 0

a b

a c

  

  

 

2bومنه  a و c a 1 نأخذ مثلاa  2 نجدb  1  وc  وعلٌه   1;2;1n


. 

إذن المستوي  ABC 2 له معادلة من الشكل 0x y z d    ّوبما أن A تنتمً للمستوي  ABC
 

2فإنّ  0d  2 ومنهd  ً2 :  وبالتال 2 0x y z     هً معادلة للمستوي ABC  

 حعٍٍٍ حًثٍلا ٔسٍطٍا نهًسخقٍى -3 BC  . 

انمسرقٕم  BC ٌُ ًٍٕشؼاع ذُج  0; 1;2BC 


. 

من أجل كل نقطة  ; ;M x y z من المستقٌم  BCلدٌنا : /BM t BC t 
 

 و  ; 1;BM x y z 


 .  

َمىً 

0

1

2

x

y t

z




  
 

  أي   

0

1 ;

2

x

y t t

z




  
 

. 

ٌّ (أ   إثباث أ P ٔ ABC ٌيخقاطعا.  

ندٔىا  1;2;1n


 شؼاػا واظمٕا نهمسرُْ  ABC َ  ' 2;2;1n


 شؼاػا واظمٕا نهمسرُْ P.    

2 2

1 2
 إذن إدداشٕاخ انشؼاػٕه  n


 َ 'n


n غٕس مرىاسثح َمىً انشؼاػان 


 َ 'n


  غٕس مسذثطٕه خطٕا

َتانرانٓ انمسرُٔان  P َ ABCمرقاطؼان . 

ٌّ انُقطت (ب حُخًٍاٌ إنى  Cٔانُقطت  B إثباث أ P. 

 فٓ انمسرُْ B َ Cترؼُٔض إدداشٕاخ انىقطرٕه  Pوجد  : 

   2 0 2 1 0 2 0    َمىً انىقطح  B ُْذىرمٓ نهمسر  P. 

   2 0 2 0 2 2 0    َمىً انىقطح  C ُْذىرمٓ نهمسر  P. 

 ذىرمٕان نهمسرُْ B َ Cتما أنّ انىقطرٕه  P ّفإن  BC ُْمذرُِ فٓ انمسر  P 

َكرنك انمسرقٕم  BC ُْمذرُِ فٓ انمسر  ABC. 

 انمسرُٔان :َخٍحت Pَ  ABC ٔرقاطؼان فٓ انمسرقٕم  BC. 

2MA: يٍ انفضاء انخً ححقق Mحعٍٍٍ يجًٕعت انُقظ  -5 MB MC MA MB MC    
     

  

   ABC ٌٓ مسكز شقم انمصهس Gانىقطح  نركه

3MA من الفضاء Mلدٌنا من أجل كل نقطة  MB MC MG  
   

 
و    2 2MA MB MC MA MA AB MA AC      

       
  

                               AB AC  
 

 

2MA MB MC MA MB MC    
     

3MG ذكافئ   AB AC  
  

. 

3MGأْ  AB AC 
 

  َندٔىا  2;1;0AB 


 َ  2;0;2AC 


. 

ومنه   4;1;2AB AC 
 

 وعلٌه  
2 24 1 2 21AB AC     

 
. 

3َمىً   21MG  ْأ 
21

3
MG . 
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  َطُل وصف قطسٌا Gٌٓ سطخ كسج مسكزٌا انىقطح  M وبالتالً مجموعة النقط
21

3
. 

 13تمرٌن 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

: ، نعتبر النقط 1;4;1A،   0;2;1B و  1;6;0C. 

ٌّن أنّ  أ ـ -1  . لٌست فً استقامٌةCو  A ،B النقط  ب

    ب ـ اكُتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

 لٌكن سطح الكرة -2 Sالتً مركزها   1;1;1 3 ونصف قطرها. 

     أ ـ اكُتب معادلة سطح الكرة  S. 

 .    ب ـ احُسب 

ٌّن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم -3  . والعمودي على   المار من ع

ٌّن أنّ المستوي  -4 ٌّن مركزها ونصف قطرها فً دائرة  ٌقطع سطح الكرة ب  .، ع

 الحل
 . لٌست فً استقامٌةو  ، النقط  إثبات أنّ  أ ـ -1

  غٌر مرتبطٌن و إذن الشعاعان  و  و لدٌنا 

 . لٌست فً استقامٌةو  ، النقط  خطٌا ومنه 

 .ب ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي 

  ومنه  إذن  شعاعا ناظمٌا للمستوي لٌكن 

 .وهً جملة معادلتٌن بثلاث مجاهٌل فهً تقبل عدد غٌر منته من الحلول

 . ومنه  نأخذ مثلا  وعلٌه  نجد   ومن نجد  من

  نقطة  وبما أنّ  من الشكل ومنه معادلة المستوي 

 . وعلٌه  ومنه  فإنّ من 

 . ونصف قطرها   التً مركزها لٌكن سطح الكرة -2

 .أ ـ كتابة معادلة سطح الكرة 

 . فإنّها تحقق  تنتمً لـ إذا كانت 

 . معناه 

 .ب ـ حساب 

 . ومنه 

 . والعمودي على   المار من تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم -3

 .   شعاع توجٌه للمستقٌم  فإنّ  عمودي على المستوي بما أنّ 

 .  عدد حقٌقً حٌث :  لدٌنا من المستقٌم من أجل كل نقطة 

 .  أي ومنه 

  ;d ABC

  ABC

 ABC S C

ABC

 1; 2;0AB  


 0;2; 1AC 
0 2

1 2



AB


AC


ABC

 ABC

 ; ;n a b c


 ABC
. 0

. 0

n AB

n AC

 




 

 
 

 

2 0....... 1

2 0......... 2

a b

b c

  


 

 22c b 12a b  2 ; ;2n b b b


1b  2;1;2n 


 ABC2 2 0x y z d    B

 ABC2 2 0d  4d    : 2 2 4 0ABC x y z    

 S 1;1;13

 S

 ; ;M x y z S3M 

3M      
2 2 2

1 1 1 9x y z     

  ;d ABC

  
   2 1 1 2 1 4

;
3

d ABC
   

  
3

; 1
3

d ABC


 

  ABC

  ABC 2;1;2n 


 

 ; ;M x y z M t n 
 

t

 

1 2

1

1 2

x t

y t t

z t

  


  
  

 

1 2

1

1 2

x t

y t t

z t

 


  
  


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 . فً دائرة  ٌقطع سطح الكرة إثبات أنّ المستوي  -4

 ومنه   و  هو لدٌنا نصف قطر سطح الكرة 

 مركزها   متقاطعان فً دائرة  و وبالتالً 

 . ونصف قطرها  على المستوي المسقط العمودي للنقطة 

 . ومنه حسب نظرٌة فٌتاغورث 

 . و إذن هً نقطة تقاطع  على المستوي  المسقط العمودي للنقطة 

   وعلٌه نحل الجملة 

 .  بالتالً   وعلٌه   أي  ومنه 

 . ونصف قطرها  مركزها  ٌتقاطعان وفق دائرة  وإذن 

 2011 بكالورٌا علوم تجرٌبٌة 14تمرٌن 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

: نعتبر النقط،  0;1;5A ،  2;1;7B و  3; 3;6C . 

اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  (أ -1 الذي ٌشمل B و  1; 4; 1u  


 . شعاع توجٌه له

 تنتمً إلى المستقٌم C  تحقق أنّ النقطة(ب     . 

ٌّن أنّ الشعاعٌن (    جـ AB ب


BC  و


 . متعامدان

 والمستقٌم A استنتج المسافة بٌن النقطة (    د . 

 نعتبر النقطة -2 2 ;1 4 ;7M t t t  حٌث  t ًعدد حقٌق . 

:  بــــ  المعرّفة علىh    ولتكن الدّالة  h t AM. 

اكتب عبارة  (    أ h t بدلالة t. 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً (   ب t : ب 
2

18
'

18 8

t
h t

t



. 

 . أصغر ماٌمكنAM  التً تكون من أجلها المسافةt استنتج قٌمة العدد الحقٌقً (   ج

 والمستقٌم A والمسافة بٌن النقطة h قارن بٌن القٌمة الصغرى للدالة - . 

 الحل

كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  (أ -1 الذي ٌشمل B و  1; 4; 1u  


 . شعاع توجٌه له

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 ; ;M x y z تنتمً لـ   معناه BM k u
 

و  عدد حقٌقً k حٌث 2; 1; 7BM x y z  


 

و  ; 4 ;k u k k k 


BM ومنه  k u
 

 معناه 

2

1 4 ;

7

x k

y k k

z k

 


   
   

 أي 

2

1 4 ;

7

x k

y k k

z k

 


  
  

. 

 ABC S C

 S3R   ; 1d ABC 

  ;d ABC R  ABC S CH

 ABCr

2 2 2R r d 
2 2 9 1 2 3r R d    

H ABC  ABC

1 2

1

1 2

2 2 4 0

x t

y t

z t

x y z

 


 


 
    

   2 1 2 1 2 1 2 4 0t t t       

9 3t  
1

3
t 

1

3

4

3

5

3

x

y

z














1 4 5
; ;

3 3 3
H
 
 
 

 ABC S CH2 3
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 تنتمً إلى المستقٌم C  التحقق أنّ النقطة(ب . 

C تنتمً إلى   معناه 

3 2

3 1 4

6 7

k

k

k

 

  
  

  وعلٌه 

1

1

1

k

k

k





 

. 

k النقطةإذن  وحٌد C تنتمً إلى المستقٌم  . 

AB إثبات أنّ الشعاعٌن (جـ


BC  و


 . متعامدان

لدٌنا  2;0;2AB


 و  1; 4; 1BC  


 و      . 2 1 0 4 2 1 2 2 0AB BC        
 

. 

ABوبالتالً الشعاعان 


BC  و


 . متعامدان

 والمستقٌم A استنتاج المسافة بٌن النقطة (د . 

لدٌنا  B   و   C   إذن   هو المستقٌم  BC. 

ABولدٌنا  BC
 

 على المستقٌم A  هً المسقط العمودي للنقطةB وهذا ٌعنً أنّ  BC. 

 على المستقٌم A  هً المسقط العمودي للنقطةBأي  . 

 والمستقٌم Aالنقطة وعلٌه فإنّ المسافة بٌن   ًه AB. 

   2 2 2; 2 0 2 2 2d A AB     . 

كتابة عبارة  ( أ-2 h t بدلالة t. 

       
2 22

2 1 4 1 7 5AM t t t        28 ومنه 18AM t . 

أي أنّ    28 18h t t . 

t : إثبات أنّه من أجل كل عدد حقٌقً (ب 
2

18
'

18 8

t
h t

t



. 

:  ولدٌنا  تقبل الاشتقاق علىhالدّالة  
2

36
'

2 8 18

t
h t

t



 أي  

2

18
'

8 18

t
h t

t



. 

 . أصغر ما ٌمكنAM  التً تكون من أجلها المسافةt استنتاج قٌمة العدد الحقٌقً (ج

 ' 0 0h ومنه الدالة  h 0 تقبل قٌمة حدٌة صغرى عند القٌمةt  ًوه  0 2 2h . 

0t تكون أصغر ماٌمكن من أجل AMومنه المسافة  . 

 والمستقٌم A والمسافة بٌن النقطة h بٌن القٌمة الصغرى للدالة المقارنة . 

 0 2 2h  و   ; 2 2d A   وعلٌه      ; 0d A h . 

 15تمرٌن 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 :نعتبر النقط، 

 2;1;3A ،  3; 1;7B   ، 3;2;4C و  0;2;0D. 

ٌّن أنّ النقط  -1  . تعٌن مستوٌاCو  A ،B ب

2-   ًمستقٌم معرّف بتمثٌله الوسٌط  

7 2

3

4

x t

y t t

z t

  


  
  

. 

ٌّن أنّ أ ـ  ب  ٌعامد المستوي  ABC ثمّ اكُتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي ، ABC. 

 لا تنتمً للمستقٌم D تحقّق أنّ النقطة ب ـ  ٌّن إحداثٌات النقطة    D المسقط العمودي للنقطة H، ثمّ ع
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     على المستقٌم  . 

 والمستقٌم D احُسب المسافة بٌن النقطة جـ ـ . 

ٌّن أنّ مجموعة النقط -3  ب ; ;M x y zمن الفضاء التً تحقّق  : 

   
2 2

3 2 1 4 3 0x y z x y z        هً إتحاد مستوٌٌن أحدهما المستوي  ABC . 

 الحل
 . تعٌن مستوٌاCو  A ،B إثبات أنّ النقط  -1

: لدٌنا 5; 2;4AB  


  و  1;1;1AC


 . 

AB


AC و 


AB مرتبطان خطٌا معناه  k AC
 

  ومنه 

5

2

4

k

k

k

 

 
 

 .kلا ٌمكن إٌجاد 

ABإذن 


AC و


ٌّن مستوٌا لٌست C و A ،B النقطومنه  مستقلان خطٌا   .فً استقامٌة فهً تع

2-   ًمستقٌم معرّف بتمثٌله الوسٌط  

7 2

3

4

x t

y t t

z t

  


  
  

. 

أ ـ إثبات أنّ   ٌعامد المستوي  ABC. 

لدٌنا  2; 3;1u 


 هو شعاع توجٌه للمستقٌم  . 

ولدٌنا    . 2 5 3 2 4 10 6 4 0u AB          
 

 

و    . 2 1 3 1 1 2 3 1 0u AC       
 

. 

uَمىً انشؼاع 


AB ػمُدْ ػهّ كم مه انشؼاػٕه 


َ  AC


u وعلٌه 


ٔؼامد انمسرُْ   ABC 

 انمسرقٕم وبالتالً  ُْٔؼامد انمسر  ABC. 

كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

لدٌنا  2; 3;1u 


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  ABC . 

من أجل كل  ; ;M x y z من المستوي  ABC لدٌنا . 0AM u 
 

 و  2; 1; 3AM x y z  


. 

ومنه      2 2 3 1 3 0x y z      2 أي 3 4 0x y z   هً معادلة للمستوي  ABC. 

 لا تنتمً للمستقٌم Dب ـ التحقّق أنّ النقطة  . 

 تنتمً للمستقٌم D نفرض أن  إذن 

0 7 2

2 3

0 4

t

t

t

  


 
  

 أي  

7

2

2

3

4

t

t

t







 


 



 . تناقض

 لا تنتمً للمستقٌم Dالنقطة بالتالً  . 

 على المستقٌم D المسقط العمودي للنقطة Hتعٌٌن إحداثٌات النقطة  . 

Hالمسقط العمودي للنقطة D على   إذن . 0u DH 
 

  

H تنتمً للمستقٌم   ومنه  7 2 ; 3 ;4H t t t    و  7 2 ; 3 2;4DH t t t    


. 
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ولدٌنا  2; 3;1u 


  شعاع توجٌه للمستقٌم   .
 

. 0u DH 
 

  معناه   2 7 2 3 3 2 4 0t t t        14 أي 4 0t    ومنه 
2

7
t . 

وعلٌه 
2 2 2

7 2 ; 3 ;4
7 7 7

H
    
       

    
 أي 

45 6 30
; ;

7 7 7
H
 
  
 

. 

 إثبات أنّ مجموعة النقط -3 ; ;M x y zمن الفضاء التً تحقّق  : 

   
2 2

3 2 1 4 3 0x y z x y z        هً إتحاد مستوٌٌن أحدهما المستوي  ABC . 

   
2 2

3 2 1 4 3 0x y z x y z        ًتعن 

       3 2 1 4 3 3 2 1 4 3 0x y z x y z x y z x y z                     

أي   4 5 3 2 2 3 4 0x y z x y z        

2ومنه  3 4 0x y z    5 أو 3 2 0x y z   . 

إذن مجموعة النقط  ; ;M x y zمن الفضاء التً تُحقّق  : 

   
2 2

3 2 1 4 3 0x y z x y z        هً إتحاد مستوٌٌن أحدهما المستوي  ABC. 

 16حًسٌٍ 

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 :، نعتبر النقط

 1;4;3A،   0;2;2B َ  1; 1;1C  َُْانمسر  P ً3 انرْ مؼادنر 2 3 0x y z   . 

 ذذقق أنّ أ ـ

1

4 2

3

x t

y t

z t

 


 
  

 ٌُ ذمصٕم َسٕطٓ نهمسرقٕم  AB دٕس  tٓػدد دقٕق . 

 أشثد أنّ ب ـ AB ُْٔقطغ انمسر  Pّشمّ ػٕه ،Hإدداشٕاخ وقطح ذقاطؼٍما . 

نٕسد فٓ اسرقامٕح َأنّ  Cو A،B ذذقق أنّ انىقظ جـ ـ 1;2; 5n 


 واظم نهمسرُْ  ABC. 

ػٕهّ مؼادنح دٔكازذٕح نهمسرُْ د ـ  ABC. 

   ـ تٕهّ أنّ  Pَ  ABC ٔرقاطؼان َفق مسرقٕم  ًٔطهة ذؼٕٕه ذمصٕم َسٕطٓ ن . 

ـ  S2:  سطخ كسج مؼادنرٍا 2 2 2 2 2 1 0x y z x y z      . 

 مسكز ػٕهّ  أ ـ Sَوصف قطسٌا . 

 َانمسرُْ  ادُسة انمسافح تٕه انىقطح ب ـ P شمّ اسرىرج ذقاطغ ، Pَ  S. 

 انحم

 ٌّ أ ـ انخحقق أ

1

4 2

3

x t

y t

z t

 


 
  

 ْٕ حًثٍم ٔسٍطً نهًسخقٍى  AB. 

1 1

4 4 2

3 3

t

t

t

 


 
  

  َمىً 

0

0

0

t

t

t





 

 t َدٕد َمىً انىقطح  A ٓذىرمٓ نهمسرقٕم انرْ ذمصٕهً انُسٕط 

1

4 2

3

x t

y t

z t

 


 
  
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ABَندٔىا 


 مسذثظ خطٕا مغ انشؼاع  1;2;1v


 َمىً 

1

4 2

3

x t

y t

z t

 


 
  

 ٌُ ذمصٕم َسٕطٓ نهمسرقٕم  AB . 

 ٌّ ب ـ إثباث أ AB ٌقطع انًسخٕي  P. 

ندٔىا  1; 3; 2u  


  شؼاع واظمٓ نهمسرُْ  Pَ  1; 2; 1AB   


 شؼاع ذُجًٕ نهمسرقٕم  AB. 

 َ   . 1 3 2 2 1 7u AB       
 

u وهذا ٌعنً أنّ الشعاعٌن 


AB و


  غٌر متعامدٌن 

َمىً  AB ُْٔقطغ انمسر  P. 

 . إحداثٍاث َقطت حقاطعًٓاHحعٍٍٍ 

 مؼسّفح تانجمهح Hإدداشٕاخ انىقطح 

1

4 2

3

3 2 3 0

x t

y t

z t

x y z

 


 


 
    

. 

َػهًٕ    1 3 4 2 2 3 3 0t t t       7 أي 14 0t   2 ومنهt   

إذن  

1 2

4 2 2

3 2

x

y

z

 


  


 

  أْ  1;0;1H . 

ٌّ انُقظ   .نٍسج فً اسخقايٍت Cو A،Bجـ ـ ححقق أ

ندٔىا  1; 2; 1AB   


 َ   0; 5; 2AC  


 َ 
0 5

1 2




 
AB إذن الشعاعان 


AC و 


 

 .نٕسد فٓ اسرقامٕح Cو A،Bانىقظ خطٕا َمىً  مسذثطٕهغٌر 

   . 1 2 2 5 1 5 5 0n AB          
 

 َ     . 0 2 5 5 2 10 10 0n AC         
 

. 

nانشؼاع 


AB ػمُدْ ػهّ كم مه انشؼاػٕه 


AC و


n  َمىً 


 واظمٓ نهمسرُْ  ABC. 

د ـ حعٍٍٍ يعادنت دٌكازحٍت نهًسخٕي  ABC. 

نركه  ; ;M x y z ُْوقطح مه انمسر  ABC فإوٍّا ذذُقق . 0AM n 
 

  مغ  1; 4; 3AM x y z  


. 

. 0AM n 
 

  مؼىاي      1 2 4 5 3 0x y z       

2َمىً  5 6 0x y z    هً معادلة للمستوي  ABC. 

 ٌّ ـ إثباث أ P ٔ  ABCٌيخقاطعا . 

ندٔىا  1;2; 5n 


 ٌُ شؼاع واظم نهمسرُْ  ABC َ  1; 3; 2u  


 شؼاع واظم نهمسرُْ  Pَ  

1 3

1 2


 َمىً انشؼاػان  n


َ u


 غٕس مسذثطٕه خطٕا َتانرانٓ  Pَ  ABCمرقاطؼان . 

حعٍٍٍ حًثٍم ٔسٍطً نهًسخقٍى  . 

نركه  ; ;M x y zوقطح مه انفضاء . 

إذا كاود  M   فإنّ إدداشٕاذٍا ذذقق انجمهح 
 

 

3 2 3 0....... 1

2 5 6 0....... 2

x y z

x y z

   


   

 

تطسح  1 مه  2 5 وجد 3 3 0y z   ومنه 
3 3

5 5
y z . 
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بالتعوٌض فً  1 نجد 
3 3

3 2 3 0
5 5

x z z
 

     
 

5 ومنه  9 9 10 15 0x z z     

5ومنه  19 24 0x z   وعلٌه 
19 24

5 5
x z . 

5zبوضع   t نجد  

24
19

5

3
3

5

5

x t

y t t

z t


 




  






. 

 يسكز حعٍٍٍ أ ـ  Sَٔصف قطسْا . 

2 2 2 2 2 2 1 0x y z x y z       ذكافئ      
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 0x y z          

وتكافئ      
2 2 2

1 1 1 4x y z     . 

إذن مركز  S هو النقطة  1; 1;1  2 ونصف قطرهاR . 

 ٔانًسخٕي ب ـ حساب انًسافت بٍٍ انُقطت  P. 

   1 3 1 2 1 3 5

1 9 4 14
d

   
 

 
. 

اسخُخاج حقاطع  Pٔ  S. 

d R ومنه  P ٌقطع  S فً دائرة مركزها I المسقط العمودي للنقطة  على المستوي  P 

 .rَوصف قطسٌا  

2دسة وظسٔح فٕراغُزز  2 2r d R   ً2  َمى 2 25 31
4

14 14
r R d    . 

 2013 بكالورٌا تقنً رٌاضً 17تمرٌن 

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 :، نعتبر النقط

 3; 2; 1A  ،  5; 3;2B ،  2;3;2C و  1; 5; 2D  . 

1 ٌّن أنّ النقط ٌّن مستوٌا ؛ نرمز له بالرمز Cو A،B ب تع P. 

2 ٌّن أنّ الشعاع  ب 2;1; 1n 


 ناظمً للمستوي  Pثمّ جد معادلة دٌكارتٌة للمستوي ، P . 

3 اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم (أ   الذي ٌشمل النقطة D وٌعامد  P. 

ٌّن احداثٌات النقطة (     ب  على المستوي D؛ المسقط العمودي للنقطة E ع P. 

4  H المسقط العمودي للنقطةD على المستقٌم  ABو ،عدد حقٌقً حٌث  :AH AB
 

. 

ٌّن أنّ ( أ     :  ب
2

.AD AB

AB
 

 

. 

 والمستقٌم D، ثمّ المسافة بٌن النقطة H وإحداثٌات النقطة  استنتج العدد الحقٌقً (     ب AB. 

 انحم

1 إثبات أنّ النقط A،B وC ٌّن مستوٌا  .تع

 2; 1;3AB 


 َ  1;5;3AC 


 َ 
1 5

2 1





AB ومنه إحداثٌات الشعاعٌن 


AC و


  غٌر متناسبة 
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ABأْ انشؼاػان 


AC و


ٌّن مستوٌا Cو A،B غٕس مسذثطٕه خطٕا َتانرانٓ انىقظ    .تع

2 إثبات أنّ الشعاع  2;1; 1n 


 ناظمً للمستوي  P . 

لدٌنا  
     

     

. 2 2 1 1 1 3 0

. 2 1 1 5 1 3 0

n AB

n AC

     


    

 

   

n ومنه الشعاع


AB عمودي على كل من الشعاعٌن 


AC و


n  وعلٌه فإنّ الشعاع 


 ناظمً للمستوي  ABC. 

معادلة دٌكارتٌة للمستوي P. 

مه أجم كم وقطح  ; ;M x y zمه   Pندٔىا  :. 0AM n 
 

  مغ  3; 2; 1AM x y z  


. 

. 0AM n 
 

 مؼىاي      2 3 2 1 0x y z      2 ومنه 5 0x y z    هً معادلة للمستوي  P. 

3التمثٌل الوسٌطً للمستقٌم ( أ   الذي ٌشمل النقطة D وٌعامد  P. 

بما أنّ   ٌعامد  P ّفإن n


 هو شعاع توجٌه للمستقٌم   ولدٌنا  D  . 

لتكن  ; ;M x y z من المستقٌم  فإنّها تُحقق  :/DM t n t 
 

 مع  1; 5; 2DM x y z   


. 

ومنه 

1 2

5

2

x t

y t

z t

 


 
   

  أي     

1 2

: 5

2

x t

y t t

z t

 


    
   

. 

 على المستوي D؛ المسقط العمودي للنقطة E تعٌٌن إحداثٌات النقطة (ب P. 

 على المستوي D؛ المسقط العمودي للنقطة Eإحداثٌات النقطة  Pهً نقطة تقاطع المستقٌم  

العمودي على  P والمار من النقطة D مع المستوي  P أي هً نقطة تقاطع المستقٌم   والمستوي  P. 

نحل الجملة 

 

 

 

 

1 2 .............. 1

5 ............. 2

2 ............. 3

2 5 0........... 4

x t

y t

z t

x y z

 


  


  
    

 

 من z  و y وxنعوض كل من 1و  2و  3 ًبقٌمهما ف  4نجد : 

     2 1 2 5 2 5 0t t t         6  ومنه 6 0t   1 أيt . 

ومنه 

3

4

3

x

y

z




 
  

  إذن   3; 4; 3E  . 

4إثبات أنّ ( أ  :
2

.AD AB

AB
 

 

. 

 على المستقٌم Dالمسقط العمودي للنقطة H لدٌنا  AB ومنه . .AD AB AH AB
   

 

AHولدٌنا  AB
 

. إذن  .AD AB AB AB
   

  ومنه 
2

.AD AB

AB
 

 

. 

 . استنتاج العدد الحقٌقً (ب

 2; 3; 1AD   


  و  2; 1;3AB 


  ومنه       . 2 2 1 3 3 1 4AD AB        
 
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14ABو  


 إذن 
4 2

14 7



  . 

 .Hإحداثٌات النقطة 

نضع  '; '; 'H x y z. 

لدٌنا  2 ; ;3AB   


 و  ' 3; ' 2; ' 1AH x y z  


AH  وعلٌه  AB
 

  معناه 

' 3 2x   و ' 2y    و ' 1 3z   ومنه  ' 2 3x   و ' 2y    و ' 3 1z  . 

وبما أنّ 
2

7
   ّفإن  :

17
'

7
x  و 

12
'

7
y   و 

13
'

7
z   إذن 

17 12 13
; ;

7 7 7
H
 

  
 

. 

 والمستقٌم Dالمسافة بٌن النقطة  AB. 

  
3 70

;
7

d D AB DH . 

 2014 بكالورٌا علوم تجرٌبٌة 18تمرٌن 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

، نعتبر النقط  1; 1; 2A   ،  1; 2; 3B   و  2;0;0C. 

 . لٌست فً استقامٌةC و  A،B برهن أنّ ( أ(1

 اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي ( ب     ABC. 

2 تحقق أنّ (    جـ 0x y z    هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

 نعتبر المستوٌٌن (2 P و  Qًالمعرّفٌن بمعادلتٌهما كما ٌل : 

       : 2 5 0P x y z     و    :3 2 10 0Q x y z   . 

برهن أنّ  P و  Q ٌتقاطعان وفق المستقٌم    ًذي التمثٌل الوسٌط  

3

;

1

x t

y t t

z t

 


  
  

 

ٌّن تقاطع المستوٌات (3  ع ABC ،  P و  Q. 

 لتكن (4 ; ;M x y zنقطة من الفضاء  . 

نسمً   ,d M Pالمسافة بٌن M والمستوي  P و   ,d M Qالمسافة بٌن M والمستوي  Q 

ٌّن المجموعة  ع للنقط Mحٌث  :     6 , 14 ,d M P d M Q  . 

 الحل
 . لٌست فً استقامٌةC و  A،B إثبات أنّ ( أ(1

لدٌنا  0; 1; 1AB  


 ،  1;1;2AC


 و 
1 2

1 1


 
AB إذن 


AC و 


  الشعاعان غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه 

A،B  و Cلٌست فً استقامٌة . 

 كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي (ب ABC. 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M ABC معناه AM AB AC  
  

 . عددان حقٌقٌان و  حٌث 

ومنه   2

1

1 ; ,

2 2

x

y

z



   

 

 


    
    

  أي    2

1

1 ; ,

2 2

x

y

z



   

 

 


    
    

 

2 التحقق أنّ (جـ 0x y z    هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

2 1 1 2 2 0A A Ax y z        ، 2 1 2 3 2 0B B Bx y z        ،  
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2 2 0 0 2 0C C Cx y z        ومنه إحداثٌات النقط A،B  و C 2 تحقق المعادلة 0x y z    

2وعلٌه  0x y z    هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

 بما أنّ : 2طرٌقة      1 1 2 2 2 0               ّ2 فإن 0x y z    هً معادلة دٌكارتٌة 

للمستوي  ABC. 

إثبات أنّ  P و  Q ٌتقاطعان وفق المستقٌم    ًذي التمثٌل الوسٌط  

3

;

1

x t

y t t

z t

 


  
  

 

     3 2 1 5 0t t t       ومنه   محتوى فً المستوي  P 

     3 3 2 1 10 0t t t       ومنه   محتوى فً المستوي  Q  

إذن  P و  Q ٌتقاطعان وفق المستقٌم   

 تعٌٌن تقاطع المستوٌات (3 ABC ،  P و  Q. 

بما أنّ      P Q   ّفإن          ABC P Q ABC    . 

نحل الجملة  

3

1

2 0

x t

y t

z t

x y z

 


 


 
    

3  وعلٌه   1 2 0t t t      6  ومنهt   إذن   

9

6

5

x

y

z

 



  

 

وعلٌه          9;6; 5ABC P Q I    . 

تعٌٌن المجموعة  للنقط Mحٌث  :     6 , 14 ,d M P d M Q  . 

     6 , 14 ,d M P d M Q   معناه 
2 5 3 2 10

6 14
6 14

x y z x y z     
   

2وتكافئ  5 3 2 10x y z x y z       2 وتكافئ 5 3 2 10x y z x y z      أو  

2 5 3 2 10x y z x y z        2 أي 3 5 0x y z    4 أو 3 15 0x y z    

إذن   هً اتحاد مستوٌٌن  1P و  2P حٌث  1 : 2 3 5 0P x y z    و  2 : 4 3 15 0P x y z   . 

 2011 بكالورٌا تقنً رٌاضً 19تمرٌن 

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 :  دٕس A ، B،C َD انىقظ   نعتبر

 2;0;1A ،  3; 2;0B  ،  2;8; 4C  َ  3;5;3D. 

 .ذؼٕهّ مسرُٔا A،B،D تٕهّ أنّ انىقظ 1.

تٕهّ أنّ انمسرقٕم  2. CD انمسرُْ ٔؼامد  ABD. 

.3 H  انمسقظ انؼمُدْ نهىقطحC  ػهّ انمسرقٕم AB. 

 تٕهّ أنّ انمسرقٕم      أ ـ AB انمسرُْ  ٔؼامد CDH. 

مؼادنح نهمسرُْ ػٕهّ  ـب      CDH َاكرة ذمصٕلا َسٕطٕا نهمسرقٕم    AB. 

 .Hاسرىرج إدداشٕاخ انىقطح  جـ ـ     

 .ABCD، شمّ ادُسة دجم زتاػٓ انُجُي DH،CD،AB ادُسة الأطُال 4.
 الحل

ٌّ انُقظ 1.  .حعٍٍّ يسخٌٕا A،B،D إثباث أ

ندٔىا  1; 2; 1AB  


 و  1;5;2AD


 و 
1 5

1 2



AB   وبالتالً


َ AD


  غٕس مسذثطٕه خطٕا
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 .نٕسد ػهّ اسرقامح َاددج فٍٓ ذؼٕهّ مسرُٔا A،B،Dفإنّ انىقظ 

ٌّ انًسخقٍى  2. إثباث أ CD انًسخٕي ٌعايد  ABD. 

ندٔىا  1; 3;7CD 


 ومنه      . 1 1 3 2 7 1 0CD AB      
 

  

و      . 1 1 3 5 7 2 0CD AD    
 

. 

CDَمىً انشؼاع 


AB ػمُدْ ػهّ كم مه انشؼاػٕه 


َ  AD


CD وعلٌه 


 ٔؼامد 

انمسرُْ  ABDًانمسرقٕم  وبالتال  CD ُْٔؼامد انمسر  ABD. 

ٌّ انًسخقٍى 3.  أ ـ إثباث أ AB انًسخٕي  ٌعايد CDH. 

ػهّ انمسرقٕم  C انمسقظ انؼمُدْ نهىقطح Hندٔىا  AB ومنه AB


CH  ٌعامد


. 

َندٔىا      . 1 1 3 2 7 1 0AB CD      
 

AB  ومنه  


CD  ٌعامد


. 

َتانرانٓ فإنّ انمسرقٕم  AB ُْٔؼامد انمسر  CDH. 

يعادنت نهًسخٕي حعٍٍٍ  ـب CDH  . 

ABندٔىا 


 شؼاػا واظمٕا نهمسرُْ  CDH َُْمىً فإنّ انمسر  CDH نً مؼادنح مه انشّكم  

2 0x y z d    َّتما أن  D ُْمصلا ذىرمٓ نهمسر  CDH ّفإن  3 2 5 3 0d    

10dَمىً   وعلٌه معادلة المستوي   CDHً2:  ه 10 0x y z   . 

انخًثٍم انٕسٍطً نهًسخقٍى  AB. 

مه أجم كم  ; ;M x y z مه  ABندٔىا  :AM t AB
 

 . عدد حقٌقً t حٌث 

 َ 2; ; 1AM x y z 


   ومنه 

2

2

1

x t

y t

z t

 


 
   

 أْ  

2

2 ;

1

x t

y t t

z t

 


  
  

.  

 .Hاسخُخاج إحداثٍاث انُقطت  جـ ـ

 ذىرمٓ نهمسرقٕم Hتما أنّ  AB َُْذىرمٓ نهمسر  CDH فإوٍّا ذمصم وقطح ذقاطغ  AB َ  CDH. 

Hذىرمٓ نـ  AB مؼىاي  2 ; 2 ;1H t t t   ولدٌنا H تنتمً للمستوي  CDH  

2إذن  10 0H H Hx y z     ًَمى   2 2 2 1 10 0t t t        ًَمى  
11

6
t    

وعلٌه  
11 11 11

2 ; 2 ; 1
6 6 6

H
   

    
  

  أي 
1 11 17

; ;
6 3 6

H
 
 
 

. 

 .DH،CD،AB حساب الأطٕال 4.

   
2 221 2 1 6AB       ،  

22 21 3 7 59CD      

2 2 2
1 11 17 354

3 5 3
6 3 6 6

DH
     

           
     

. 

 .ABCDحساب حجى زباعً انٕجِٕ 

  دجم زتاػٓ انُجُي ٔؼطّ
1

3
  مسادح انقاػدج الازذفاع. 

فإنّ 
1

3
ABDV S d  دٕس ، ABDSمسادح انمصهس ABDَ  d تؼُد انىقطح ٌُ Cُْػهّ انمسر  ABD 

انمسرقٕم تما أنّ  AB ُْٔؼامد انمسر  CDH فإنّ انمسقظ انؼمُدْ نهىقطح D ػهّ انمسرقٕم  AB 
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 وقطح ذقاطغ H ٌٓ انىقطح AB َُْانمسر  CDH ًَٕػه  
.

2
ABD

AB DH
S . 

َتما أنّ انمسرقٕم  CD انمسرُْ ٔؼامد  ABD  فإنّ انىقطحD انمسقظ انؼمُدْ نهىقطح ٌٓ C 

ػهّ انمسرُْ  ABD ْأ d CD .  

  َػهًٕ
1 . 1 59 59

59
3 2 3 2 6

AB DH
V CD uv      . 

 20حًسٌٍ 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

: ، نعتبر النقط 3; 2;2A  ،  6;1;5B و  6; 2; 1C  .  

 :الجزء الأوّل
ٌّن أنّ المثلث  1.  .قائم ABCب

لٌكن  2. P 3 المستوي الذي معادلته 0x y z   . 

ٌّن أنّ     ـ ب P عمودي على  AB وٌمر من النقطة A. 

 لٌكن 3. 'P  المستوي العمودي على AC  والذي ٌمر منA. 

ٌّن معادلة دٌكارتٌة لـ   ـ ع 'P. 

ٌّن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم 4.  ع   مستقٌم تقاطع Pو  'P. 

 :الجزء الثانً

لتكن النقطة  1. 0;4; 1D  ٌّن أنّ المستقٌم ، ب AD عمودي على المستوي  ABC. 

 .ABCDاحسب حجم رباعً الوجوه  2.

ٌّن أنّ قٌس الزاوٌة  3.  هBDCًب
4

Rad


.  

 .BDC احسب مساحة المثلث أ ـ 4.

والمستوي  A استنتج المسافة بٌن ب ـ     BDC.  

 انحم

ل ّٔ  :انجزء الأ

 .قائم  ABCإثبات أنّ المثلث  1.

لدٌنا  3;3;3AB


 و  3;0; 3AC 


. 

     . 3 3 3 0 3 3 0AB AC     
 

 .A قائم فً ABC ومنه المثلث 

لٌكن  2. P 3 المستوي الذي معادلته 0x y z   . 

إثبات أنّ  P عمودي على  AB وٌمر من النقطة A. 

لدٌنا  1;1;1n


 شعاع ناظمً للمستوي  P  3ولدٌناAB n
 

AB  ومنه الشعاعان 


n و


  

ABمرتبطان خطٌا إذن 


 هو شعاع ناظمً للمستوي  P ًوبالتال  P عمودي على  AB. 

3ولدٌنا  3 2 2 3 0A A Ax y z        إذن المستوي   P ٌمر من النقطة A.  

 لٌكن 3. 'P  المستوي العمودي على AC  والذي ٌمر منA. 

تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة لـ 'P. 

بما أنّ  'P عمودي على  AC ّفإن  3;0; 3AC 


 هو شعاع ناظمً للمستوي  'P  

إذن المستوي  'P 3 معادلته من الشكل 3 0x z d   ولدٌنا A نقطة من  'P ًٌعن  

3 3 0A Ax z d   أي    3 3 3 2 0d   3 ومنهd   ًوبالتال  ' : 3 3 3 0P x z  . 
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 تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم 4.   مستقٌم تقاطع Pو  'P. 

المستقٌم  معرّف بالجملة التالٌة    :
 

 

3 0...... 1

3 3 3 0........ 2

x y z

x z

   


  

. 

بضرب المعادلة  1 6 وبجمع المعادلتٌن نجد 3 بالعدد 3 12 0x y    4 ومنه 2y x . 

 فً المعادلة yوبتعوٌض قٌمة  1 نجد  4 2 3 0x x z     1 ومنهz x . 

xوبوضع  t  نجد    : 4 2 ;

1

x t

y t t

z t




   
   

. 

 :الجزء الثانً

إثبات أنّ المستقٌم . 1 AD عمودي على المستوي  ABC. 

لدٌنا  3;6; 3AD  


 و 
     

     

. 3 3 6 3 3 3 0

. 3 3 6 0 3 3 0

AD AB

AD AC

     


     

 

 . 

ADَمىً انشؼاع 


AB ػمُدْ ػهّ كم مه انشؼاػٕه 


َ  AC


AD وعلٌه 


 ٔؼامد 

انمسرُْ  ABCًانمسرقٕم  وبالتال  AD ُْٔؼامد انمسر  ABC. 

 .ABCDحساب حجم رباعً الوجوه  2.

تما أنّ انمسرقٕم  AD انمسرُْ ٔؼامد  ABC  فإنّ انىقطحA انمسقظ انؼمُدْ نهىقطح ٌٓ D 

ػهّ انمسرُْ  ABC ْأ   ;d D ABC AD. 

وعلٌه 
1

.
3

ABCV S AD دٕس  ABCS مسادح انمصهس انقائم ٌٓ ABC. 

2 2 23 3 3 3 3AB     ،  
223 3 3 2AC    . 

. 9 6

2 2
ABC

AB AC
S   َ       

2 2 2
3 6 3 3 6AD      . 

وبالتالً  
1 9 6

3 6 27
3 2

ABCDV uv   .  

 هBDCًتبٌٌن أنّ قٌس الزاوٌة  3.
4

Rad


. 

 . cos ;DC DB DC DB DC DB  
   

  ومنه  
.

cos ;
.

DC DB
DC DB

DC DB


 
 

 

 6; 6;0DC 


 و  6; 3;6DB 


  ومنه      . 6 6 3 6 6 0 54DC DB     


  

54َندٔىا  2DC DB  ًَمى   
54

cos ;
54 2

DC DB 
 

  أْ  
2

cos ;
2

DC DB 
 

. 

 هوBDCأنّ قٌس الزاوٌة وهذا ٌعنً 
4

Rad


. 

 .BDC أ ـ حساب مساحة المثلث 4.
1 1 2

sin 54 2 27
2 2 2

BCDS DC DB BDC ua     . 
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والمستوي  Aب ـ استنتاج المسافة بٌن  BDC.  

لدٌنا 
1

3
ABCD BCDV S d  حٌث  d هً المسافة بٌن A  والمستوي BDC. 

ومنه  
1

27 27
3

d  3  وعلٌهd  إذن المسافة بٌن  A  والمستوي BDC ً3 ه. 

 21تمرٌن 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

، نعتبر النقطة  2;0;2A 

والمستوي  P3:  ذو المعادلة 0x y z   . 

 حدّد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم -1 المار من  A والعمودي على المستوي  P. 

 نقطة تقاطع المستقٌم B  حدّد إحداثٌات-2  و  P . 

 نعتبر السطح -3 Sالذي مركزه النقطة  A والذي ٌتقاطع مع المستوي  Pوفق الدائرة  

 .2 ونصف قطرها B     التً مركزها 

    أ ـ حدّد نصف قطر سطح الكرة  S . 

    ب ـ اكُتب معادلة دٌكارتٌة للسطح  S . 

 الحل

 تحدٌد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم -1 المار من  A والعمودي على المستوي  P. 

لدٌنا  1;1; 1n 


 شعاع ناظمً للمستوي  P  ّوبما أن  عمودي على  P ّفإن n


  هو شعاع توجٌه 

للمستقٌم   . 

لتكن  ; ;M x y z من   ومنه AM t n
 

 . عدد حقٌقtً حٌث 

ومنه  

2

;

2

x t

y t t

z t

 


 
   

 أي   

2

;

2

x t

y t t

z t

 


 
  

. 

 نقطة تقاطع المستقٌم B  تحدٌد إحداثٌات-2  و  P . 

نحل الجملة 

2

2

3 0

x t

y t

z t

x y z

 





 
    

   وعلٌه    2 2 3 0t t t      1 ومنهt . 

إذن  

3

1

1

x

y

z





 

  وعلٌه  3;1;1B. 

أ ـ تحدٌد نصف قطر سطح الكرة  S . 

 نصف قطر سطح الكرة R لٌكن S، حسب نظرٌة فٌتاغورث  
2 2 22 3 4 7R AB     7  ومنهR . 

ب ـ معادلة دٌكارتٌة للسطح  S . 

معادلة السطح  Sًه  :   
2 222 2 7x y z    . 
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 2014  بكالورٌا علوم تجرٌبٌة 22تمرٌن 

 : ، نعتبر النقطالفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

 2; 1;1A  ،  1;2;1B  ،  1; 1;2C  و  1;1;1D. 

ٌّن مستوٌا A  ، Bَ C تحقق أنّ النقط  ( أ(1  .تع

ٌّن أنّ الشعاع (   ب  ب 1;1;1n


 هو شعاع ناظمً للمستوي  ABC. 

 اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي (   جـ ABC. 

 مرجح الجملة المثقلة G لتكن النقطة (2      ;1 , ;2 , ; 1A B C . 

 .G احسب احداثٌات النقطة (    أ

 لتكن (    ب  مجموعة النقط M2:  من الفضاء التً تحقق 2MA MB MC MD  
   

. 

ٌّن أنّ           ب  هً المستوي المحوري للقطعة المستقٌمة  GD. 

 اكتب معادلة دٌكارتٌة لـ (     جـ . 

ٌّن أنّ (3  ب ABC و   ٌتقاطعان وفق مستقٌم  ٌُطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له  . 

 الحل
ٌّن مستوٌاA  ، Bَ C التحقق أنّ النقط  ( أ(1  . تع

لدٌنا  3;3;0AB 


 ،  1;0;1AC 


  و 
1 0

3 3





  غٌر مرتبطٌن خطٌا وإذن الشعاعان  

ٌّن مستوٌا A  ، Bَ Cالنقط  ومنه   .تع

 تبٌٌن أنّ الشعاع (ب 1;1;1n


 هو شعاع ناظمً للمستوي  ABC. 

لدٌنا      . 1 3 1 3 1 0 3 3 0n AB        
 

 و      . 1 1 1 0 1 1 1 1 0n AC        
 

 

 . ناظم للمستوي   وبالتالً  و عمودي على كل من الشعاعٌن ومنه 

 كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي (جـ ABC. 

معادلة المستوي  ABC 0 من الشكلx y z d    ّوبما أن A تنتمً للمستوي  ABC ّ2 فإن 1 1 0d    

2dومنه    وعلٌه معادلة المستوي   ABC ً2 ه 0x y z   . 

 مرجح الجملة المثقلة G لتكن النقطة (2      ;1 , ;2 , ; 1A B C . 

 .G حساب احداثٌات النقطة (أ
2 2 2 1 1

2 2 2

A B C
G

x x x
x

    
   ، 

2 1 4 1
2

2 2

A B C
G

y y y
y

    
   

2 1 2 2 1

2 2 2

A B C
G

z z z
z

   
   وعلٌه 

1 1
;2;

2 2
G
 
 
 

. 

 لتكن (ب  مجموعة النقط M2:  من الفضاء التً تحقق 2MA MB MC MD  
   

. 

تبٌٌن أنّ   هً المستوي المحوري للقطعة المستقٌمة  GD. 

مرجح الجملة المثقلة  Gلدٌنا       ;1 , ;2 , ; 1A B C   ومنه  2 1 2 1MA MB MC MG    
   

 

2أي  2MA MB MC MG  
   

 

2 2MA MB MC MD  
   

2 معناه  2MG MD
 

2 وتكافئ  2MG MD أي MG MD 

إذن   هو المستوي المحوري للقطعة المستقٌمة  GD. 

 
 

 ; , ,O i j k
  

AB


AC


n


AB


AC


n


 ABC
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 كتابة معادلة دٌكارتٌة لـ (جـ . 

 منتصف القطعة Iلتكن  GD إذن 
1 3 3

; ;
4 2 4

I
 
 
 

. 

المستوي   شعاعه الناظمً هو 
3 1

; 1;
2 2

GD
 

 
 


 .I و ٌشمل النقطة 

معادلة المستوي   من الشكل 
3 1

0
2 2

x y z d    ّوبما أن I تنتمً للمستوي   ّفإن 
3 3 3

0
8 2 8

d    

ومنه 
3

4
d  وعلٌه معادلة   ًه 

3 1 3
0

2 2 4
x y z    6  أي 4 2 3 0x y z   . 

 تبٌٌن أنّ (3 ABC و   ٌتقاطعان وفق مستقٌم  ٌُطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له  . 

 لدٌنا ' 6; 4;2n 


 شعاع ناظمً لـ   و  1;1;1n


 شعاع ناظمً لـ  ABC
 

nواضح أنّ 


n' و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا إذن  ABC و   ٌتقاطعان وفق مستقٌم   

تعٌٌن تمثٌل وسٌطً لـ  . 

نحل الجملة  
 

 

2 0........... 1

6 4 2 3 0..... 2

x y z

x y z

   


   

 بضرب المعادلة  1 وبجمع المعادلتٌن نجد 4 بالعدد  

10 6 5 0x z   ومنه 
1 3

2 5
x z  وبتعوٌض x ًف  1 ومنه  نجد 

2 3
0

5 2
y z   

أي 
3 2

2 5
y z  5  وبوضعz t   نجد   

1
3

2

3
2 ;

2

5

x t

y t t

z t


 




  








 
 2012 بكالورٌا رٌاضٌات 23تمرٌن 

المتعامد والمتجانس  نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى المعلم ; , ,O i j k
  

 : النقط  1;1;1A ، 1; 1;0B  ، 2;0;1C. 

ٌّن أنّ  -1  تعٌن مستوٌا Cو  A ،B النقط  ب 1Pٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له . 

2- 2P 2  المستوي الذي 2 6 0x y z   معادلة دٌكارتٌة له . 

ٌّن أنّ     ـ ب 1Pو  2P ٌتقاطعان وفق مستقٌم   ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له. 

ٌّن أنّ النقطة  -3 :هً مرجح الجملة O ب      ;1 , ;1 , ; 1A B C . 

ٌّن (  أ-4  ع S مجموعة النقط  ; ;M x y z 2: من الفضاء التً تحقق 3MA MB MC  
  

. 

نقطتً تقاطع  Eو  D احسب إحداثٌات (    ب Sو  . 

و O؟ ثمّ استنتج المسافة بٌن ODEماهً طبٌعة المثلث  (    جـ . 

 الحل

 تعٌن مستوٌا Cو  A ،B النقط  إثبات أنّ  -1 1P. 

لدٌنا  0; 2; 1AB  


 و  1; 1;0AC 


 و 
0 1

1 2





AB إذن الشعاعان 


AC و


  غٌر مرتبطٌن

ٌّن مستوٌا  C و A ،B  النقطخطٌا ومنه فإنّ  لٌست فً استقامٌة فهً تع 1P . 

 

1 3
2 0

2 5
z y z    
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تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي  1P. 

ABالشعاعان 


AC و


لٌس لهما نفس الحامل وعلٌه   ; ,A AB AC
 

 معلما للمستوي  1P. 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء    . 

 تنتمً لـ Mإذا كانت  1Pفإنها تحقق  :AM AB AC  
  

. 

عددان حقٌقٌان و  وحٌث  1; 1; 1AM x y z   


. 

ومنه  

1

1 2

1

x

y

z



 



 


   
   

  أي  

1

1 2

1

x

y

z



 



 


  
  

 .عددان حقٌقٌان و و

وهو تمثٌل وسٌطً للمستوي  1P. 

2- 2P 2  المستوي الذي 2 6 0x y z   معادلة دٌكارتٌة له . 

ـ إثبات أنّ  1Pو  2Pمتقاطعان  . 

لدٌنا  1; 2; 2n  


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  2P. 

nنفرض أنّ 


 ناظمً للمستوي  1P  إذن 
. 0

. 0

n AB

n AC

 




 

 لدٌنا و 
     

     

. 1 0 2 2 2 1 6

. 1 1 2 1 2 0 3

n AB

n AC

      


    

 

 تناقض . 

nإذن الشعاع 


 لٌس ناظمً للمستوي  1P وبالتالً المستوٌان  1Pو  2Pغٌر متوازٌبن فهما متقاطعان  . 

كتابة تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  . 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

إذا كانت  M  فإنّ إحداثٌاتها تحقق الجملة   :

 

 

 

 

1 ..................... 1

1 2 ............ 2

1 ..................... 3

2 2 6 0.... 4

x

y

z

x y z



 



 


  


 
    

. 

 من z  و y وxنعوض كل من 1و  2و  3 ًبقٌمهما ف  4نجد : 

   1 2 1 2 2 1 6 0           3 ومنه 6 3 0    2 وعلٌه 1   . 

إذن 

 

 

1 2 1

1 2 2 1

1

x

y

z



 



   


    


 

   أي    

2

2

1

x

y

z







 


 
  

 وهو تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  . 

:هً مرجح الجملة O إثبات أنّ النقطة -3      ;1 , ;1 , ; 1A B C . 

 هً مرجح الجملة Gنسمً       ;1 , ;1 , ; 1A B C وعلٌه  

1 1 2
0

1 1 1
Gx

 
 

 
 ، 

1 1 0
0

1 1 1
Gy

 
 

 
 ، 

1 0 1
0

1 1 1
Gz

 
 

 
 .O منطقة علىG  ومنه النقطة 

:هً مرجح الجملة Oالنقطة إذن       ;1 , ;1 , ; 1A B C . 

 تعٌٌن (  أ-4 S مجموعة النقط  ; ;M x y z 2: من الفضاء التً تحقق 3MA MB MC  
  

 
لدٌنا   1 1 1MA MB MC MO    

   
MA  أي  MB MC MO  

   
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2ومنه  3MA MB MC  
  

2 تعنً  3MO 


2 أي  3MO . 

إذن المجموعة  S هً سطح كرة مركزه O 2 ونصف قطره 3. 

نقطتً تقاطع  Eو  D حساب إحداثٌات (ب Sو  . 

2 2 2 12x y z   هً معادلة دٌكارتٌة لـ  S. 

نحل الجملة 

2 2 2

2

2

1

12

x

y

z

x y z





 





 
   

 وعلٌه    
2 222 2 1 12      25 أي 2 7 0    

: بعد حل المعادلة نجد
7

5
  1 أو  . 

ومنه 

7
2

5

2

7
1

5

x

y

z

  
   

 



  


  أو 

 2 1

2

1 1

x

y

z

  



  

. 

 إذن ٌتقاطع S و   فً النقطتٌن
14 2

;2;
5 5

D
 
  
 

 و  2;2;2E. 

 .ODE طبٌعة المثلث (جـ

 تنتمٌان لسطح الكرة E و Dبما أن النقطتٌن  S التً مركزها O ّفإن OE OD ومنه   

 .  متساوي السّاقٌنODEفإنّ المثلث 

و Oاستنتاج المسافة بٌن  . 

 تنتمٌان للمستقٌم E و Dبما أنّ النقطتٌن   ّفإن   هو المستقٌم  DE  . 

 على O متساوي الساقٌن بالتالً المسقط العمودي للنقطة ODEالمثلث  DE هً النقطة H 

منتصف القطعة  DE ومنه   ;d O DE OH. 

ولدٌنا 
2 4

;2;
5 5

H
 
 
 

  وعلٌه  
2 2

22 4 24
2

5 5 5
OH

   
       

   
. 

إذن   
24

;
5

d O  . 

 24تمرٌن 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 : ، نعتبر النقط

 1;2;3A،   0;1;4B و  1; 3;2C   ،  4; 2;5D  والشعاع  2; 1;1n 


. 

1 ٌّّن أن  . لٌست على استقامة واحدة Cو  A ،B النقط   أ ـ ب

ٌّن أنّ الشعاع      ب ـ ب 2; 1;1n 


 شعاع ناظمً للمستوي  ABC. 

ٌّن معادلة دٌكارتٌة للمستوي      ج ـ ع ABC. 

2 لٌكن المستقٌم  ًالذي تمثٌله الوسٌط   :

2 2

1

4

x t

y t

z t

 


  
  

 . عدد حقٌقtً حٌث 
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ٌّن أنّ النقطة   تنتمً للمستقٌم D  ــ ب  وأنّ هذا المستقٌم عمودي على المستوي  ABC. 

3لتكن Hالمسقط العمودي للنقطة D على المستوي  ABC . 

ٌّن أنّ ــ   .ABC هً مركز ثقل المثلث Hب
 الحل

1 ّالنقط   أ ـ إثبات أن A ،B  وC لٌست على استقامة واحدة . 

لدٌنا  1; 1;1AB  


 و  2; 5; 1AC   


 و
2 5

1 1

 


 
AB إذن الشعاعان 


AC و


  غٌر مرتبطٌن

 . لٌست على استقامة واحدة Cو  A ،Bالنقط  خطٌا ومنه 

ب ـ إثبات أنّ الشعاع  2; 1;1n 


 شعاع ناظمً للمستوي  ABC. 

لدٌنا      . 2 1 1 1 1 1 2 2 0n AB         
 

 . 

 و     . 2 2 1 5 1 1 4 5 1 0n AC           
 

. 

nبما أنّ  AB
 

n  و AC
 

ABالشعاعان  و


AC و


  هو شعاع ناظمً فإنّ   غٌر مرتبطٌن خطٌا

للمستوي  ABC. 

ج ـ تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

من أجل كل نقطة  ; ;M x y z من  ABCلدٌنا  :. 0AM n 
 

 و  1; 2; 3AM x y z  


 

. 0AM n 
 

 معناه      2 1 1 2 3 0x y z      ومنه   : 2 3 0ABC x y z    . 

2 لٌكن المستقٌم  ًالذي تمثٌله الوسٌط   :

2 2

1

4

x t

y t

z t

 


  
  

 . عدد حقٌقtً حٌث 

 تنتمً للمستقٌم D  ــ إثبات أنّ النقطة   وأنّ هذا المستقٌم عمودي على المستوي  ABC. 

 D  ومنه  معناه  

1

1

1

t

t

t

 


 
  

1t إذن من أجل    نجد النقطة   4; 2;5D  من المستقٌم  . 

من التمثٌل الوسٌطً نجد  2;1; 1u  


 هو شعاع توجٌه للمستقٌم   . 

و 2; 1;1n 


 هو شعاع ناظمً للمستوي  ABC ومنه u n 
 

u وعلٌه الشعاعان


n و


  مرتبطان 

 وبالتالً فإنّ خطٌا  عمودي على المستوي  ABC. 

3لتكن Hالمسقط العمودي للنقطة D على المستوي  ABC . 

ٌّن أنّ ــ   .ABC هً مركز ثقل المثلث Hب

 على المستوي D المسقط العمودي للنقطةHنجد أولا إحداثٌات النقطة ABC. 

نحل الجملة 

2 2

1

4

2 3 0

x t

y t

z t

x y z

 


  


 
    

 ومنه      2 2 2 1 4 3 0t t t         

6ومنه  6 0t   1 وعلٌهt  إذن   0;0;3H. 

لدٌنا  1;2;0HA


 ،  0;1;1HB


 و  1; 3; 1HC   


  

ومنه  1 0 1; 3 1 2; 1 1 0HA HB HC          
  

 أي  0;0;0HA HB HC 
  

 

0HAوهذا ٌعنً أنّ  HB HC  
   

  هً مركز ثقل H لٌست فً استقامة فإنو، وبما أن النقط 

 2; 1;1n 


4 2 2

2 1

5 4

t

t

t

 

   
  

ABC



     مصطفاْ ػثد انؼزٔز:     إػداد                        ذمــازٔه مذهُنح فٓ انٍىدسح فٓ انفضاء                                                 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

34 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 .ABCالمثلث 

 25تمرٌن 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 : ، نعتبر النقط

 1;4; 5A  ،   3;2; 4B  ، 5;4; 3C  و  2;8;4D  والشعاع  1;5; 1u 


. 

ٌّن أنّ .1 2 ب 11 0x z   هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

 حدّد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم .2 T الذي ٌشمل النقطة D وٌوازي u


. 

 لٌكن .3 P7:  المستوي ذو المعادلة 0x y z   . 

ٌّن أنّ المستوٌٌن     أ ـ ب ABCو  P ٌتقاطعان وفق مستقٌم   ًتمثٌله الوسٌط                   

ٌّن أنّ المستقٌمٌن     ب ـ ب Tو  لٌسا من نفس المستوي . 

 تعطى النقطتان .4 3;0; 4E و  3;3;5F  ّتحقق أن ،  : E   و  F T. 

 لتكن .5  مجموعة النقط  ; ;M x y zمن الفضاء حٌث  :.ME FE 
 

 . عدد حقٌقً مع 

 معادلة دٌكارتٌة لـ    أ ـ جد بدلالة   ّواستنتج أن   ،مستو EF


 . شعاع ناظمً له

ٌّن قٌمة   حتى ٌكون    ب ـ ع  المستوي المحوري للقطعة  EF. 

 الحل

2 إثبات أنّ .1 11 0x z   هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

لدٌنا  2 11 1 2 5 11 0A Ax z       و  2 11 3 2 4 11 0B Bx z        

و  2 11 5 2 3 11 0C Cx z        ومنه إحداثٌات النقط A،  B و  C تحقق المعادلة  

2وبالتالً  11 0x z   هً معادلة للمستوي  ABC. 

 تحدٌد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم .2 T الذي ٌشمل النقطة D وٌوازي u


. 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

M تنتمً لـ  T ًإذا وفقط إذا وجد عدد حقٌق k بحٌث DM k u
 

. 

ومنه  

2

8 5

4

x k

y k k

z k

 


  
   

 أي  

2

8 5

4

x k

y k k

z k

  


  
  

. 

 لٌكن .3 P7:  المستوي ذو المعادلة 0x y z   . 

أ ـ إثبات أنّ المستوٌٌن  ABC و  P ٌتقاطعان وفق مستقٌم   ًتمثٌله الوسٌط  

11 2

4

x t

y t t

z t

 


  
 

                 

بالتعوٌض فً معادلة كل من  ABC و  Pنجد : 

   11 2 2 11 0t t    و     11 2 4 7 11 11 2 2 0t t t t t          

ومنه   ًمحتوى ف  ABC ًومحتوى ف  P وعلٌه  ABCو  Pٌتقاطعان وفق المستقٌم  . 

ب ـ إثبات أنّ المستقٌمٌن  Tو  لٌسا من نفس المستوي . 

لدٌنا  1;5; 1u 


 هو شعاع توجٌه لـ Tو   2;1;1v


 هو شعاع توجٌه لـ  . 

 

11 2

4

x t

y t t

z t

 


  
 



2 11 0x z  
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و 
2 1

1 5
 إذن  T و غٌر متوازٌٌن . 

ندرس تقاطع  T و . 

نحل الجملة   

 

 

 

11 2 2 ...... 1

4 8 5 .......... 2

4 ................. 3

t k

t k

t k

   


   


 

 

 من الأعداد الحقٌقٌة تحقق الجملة k وtندرس إمكانٌة وجود ثنائٌة . 

 بقٌمتها من tبتعوٌض 3 ًف  2 نجد  4 4 8 5k k    0 ومنهk   

بالتعوٌض فً  3 4 نجدt وبتعوٌض  tو k ًبقٌمهما ف  1 19 نجد 2 تناقض . 

إذن  T و غٌر متقاطعٌن وبما أنهما غٌر متوازٌٌن فإنهما لٌسا من نفس المستوي . 

 تعطى النقطتان .4 3;0; 4E و  3;3;5F  ّتحقق أن ،  : E   و  F T. 

 

 ومنه  معناه   

4

4

4

t

t

t

 


 
  

 وحٌد فإنّ t بما أن  E  . 

 ومنه  معناه   

1

1

1

k

k

k

 


 
  

 وحٌد فإنّ k بما أنّ  F T. 

 لتكن .5  مجموعة النقط  ; ;M x y zمن الفضاء حٌث  :.ME FE 
 

 . عدد حقٌقً مع 

 معادلة دٌكارتٌة لـأ ـ إٌجاد بدلالة  . 

 3 ; ; 4ME x y z   


 و  6; 3; 9FE  


. 

.ME FE 
 

 معناه    6 3 3 9 4x y z       6 ومنه 3 9 54 0x y z       

هً معادلة دٌكارتٌة لـ   ًوهً معادلة مستوي شعاعه الناظم EF


. 

 حتى ٌكون ب ـ تعٌٌن قٌمة   المستوي المحوري للقطعة  EF. 

 منتصف Iلتكن  EF ومنه 
3 1

0; ;
2 2

I
 
 
 

 

المستوي المحوري للقطعة  EF ًشعاعه الناظم EF


 .I وٌشمل النقطة 

ومنه  
3 1

6 0 3 9 54 0
2 2


   

        
   

63 أي  . 

 : طرٌقة ثانٌة

المستوي المحوري للقطعة  EF هو مجموعة النقط  ; ;M x y z التً تحقق . 0MI FE 
 

. 

. 0MI FE 
 

 معناه  . 0ME EI FE 
  

. ومعناه  . 0ME FE EI FE 
   

 

.أي  .ME FE EI FE 
   

.  ومنه  .ME FE IE FE
   

. 

3 9
3; ;

2 2
IE

 
  

 


 ومنه      

3 9
. 3 6 3 9 18 45 63

2 2
IE EF        
 

 

.ومنه  0MI FE 
 

. تعنً  63ME FE 
 

. 

إذن المستوي المحوري للقطعة  EF هو مجموعة النقط  ; ;M x y z التً تحقق . 63ME FE 
 

 

 E  

3 11 2

0 4

4

t

t

t

 


 
 

 F T

3 2

3 8 5

5 4

k

k

k

   


 
  
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63وعلٌه  . 
 2014  بكالورٌا تقنً رٌاضً 26تمرٌن 

 .الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

A، ثلاث نقط من الفضاء حٌث و  0; 1;1A  ، 1;3;2B و  1;3;4C . 

AB. احسب الجداء السلمً (أ (1 AC
 

  BAC   ، ثمّ استنتج القٌمة المدورة إلى الوحدة، بالدرجات للزاوٌة
ٌّن أنّ النقط(    ب  . تعٌن مستوٌاCو A  ، B   ب

ٌّن أنّ الشعاع ( أ(2  ب 2; 1;2n 


 ناظمً للمستوي  ABC. 

 اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي (    ب ABC. 

 لٌكن (3 S2:  سطح الكرة الذي معادلته 2 2 4 6 2 5 0x y z x y z       

 مركز ونصف قطر R و نسمً  S احسب R  ٌّن احداثٌات   وع

 اكتب معادلة دٌكارتٌة لكل من المستوٌٌن (4 1P و  2P مماسً سطح الكرة  S والموازٌٌن للمستوي  ABC. 

 الحل

AB. احسب الجداء السلمً ( أ(1 AC
 

. 

لدٌنا  1;4 :1AB


 ،  1;4 :3AC 


 ومنه      . 1. 1 4. 4 1. 3 18AB AC     
 

. 

 BAC استنتاج القٌمة المدورة إلى الوحدة، بالدرجات للزاوٌة

.لدٌنا  cosAB AC AB AC BAC  
 

. ومن جهة أخرى   18AB AC 
 

 

cosومنه   18AB AC BAC   ومنه  18
cos BAC

AB AC



 

2ولدٌنا  2 21 4 1 18   ،  
2 2 21 4 3 26AC      

ومنه  18 9
cos

1318 26
BAC  


     وهذا ٌعنً أنّ  34BAC   

 . تعٌن مستوٌاA  ، Bٔ C تبٌٌن أنّ النقط  (ب

بما أنّ  0BAC  و  BAC فإنّ النقط   A  ، B وCتعٌن مستوٌا . 

 تبٌٌن أنّ الشعاع ( أ(2 2; 1;2n 


 ناظمً للمستوي  ABC. 

لدٌنا      . 2. 1 1. 4 2. 1 0n AB    
 

  و      . 2. 1 1. 4 2. 3 0n AC     
 

 

 . ناظمً للمستوي   وبالتالً  و عمودي على كل من الشعاعٌن ومنه 

 كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي (ب ABC. 

المستوي  ABC 2 له معادلة من الشكل 2 0x y z d     ّوبما أن A تنتمً للمستوي   ABC ّفإن  

1 2 0d   3 ومنهd   وعلٌه معادلة المستوي  ABC ً2 ه 2 3 0x y z    

 لٌكن (3 S2:  سطح الكرة الذي معادلته 2 2 4 6 2 5 0x y z x y z       

  وتعٌٌن احداثٌات  Rحساب 
2 2 2 4 6 2 5 0x y z x y z       معناه      

2 2 2
2 4 3 9 1 1 5 0x y z          

ومنه      
2 2 2

2 3 1 9x y z      إذن  2; 3;1  3  وR . 

 كتابة معادلة دٌكارتٌة لكل من المستوٌٌن (4 1P و  2P مماسً سطح الكرة  S والموازٌٌن للمستوي  ABC. 

المستوي  P الموازي لـ  ABC 2 معادلته من الشكل 2 0x y z d    ّوبما أن  P مماس لـ  S ّفإن  

 ; , ,O i j k
  

BC

n


AB


AC


n


 ABC
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  ; 3d P  ومنه 
4 3 2

3
3

d  
 9  ومنه 9d  9 وعلٌه 9d  9 أو 9d   

0dأي   18 أوd  . 

إذن ٌوجد مستوٌان موازٌان للمستوي  ABC مماسٌن لسطح الكرة  S معادلتاهما  

 1 : 2 2 0P x y z   و  2 : 2 2 18 0P x y z   . 

 27تمرٌن 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  فً ; ; ;O i j k
  

 :، نعتبر النقط

 7;1;1A ، 1;7;1B ، 1;1;7C و  1; 1; 1D   . 

ٌّن أنّ النقط .1  تعٌن مستوٌاC وA،Bأ ـ ب P ّمعادلة دٌكارتٌة للمستوي ؛ ثمّ تحقق أن  P ًه

9 0x y z    

   ب ـ تحقق أنّ المستقٌم  OD عمودي على  P. 

ٌّن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم     جـ ـ ع OD. 

ٌّن أنّ النقطة     د ـ ب 3;3;3Hهً المسقط العمودي للنقطة D على المستوي  P ؛ وأنها مركز الدائرة C 

 .   ABC       المحٌطة بالمثلث 

لٌكن . 2 Q المستوي المحوري للقطعة  CD. 

    أ ـ تحقق أنّ المعادلة الدٌكارتٌة للمستوي  Q ً4 ه 12 0x y z   . 

ٌّن    ب ـ   تقاطع نقطة  إحداثٌات ع ODو  Q. 

ٌّن أنّ   .ABCD هً مركز رباعً الوجوه      ج ـ ب

ٌّن أنّ المثلث   . ABCD متقاٌس الأضلاع؛ ثمّ احسب حجم رباعً الوجوه ABC     د ـ ب

3 . S  مجموعة النقطM12:  من الفضاء التً تحقق 3MA MB MC MD   
   

. 

ٌّن أنّ       أ ـ ب S هً سطح الكرة التً مركزها  3 ونصف قطرها 3. 

     ب ـ اكتب معادلة دٌكارتٌة لسطح الكرة  S ّ؛ ثمّ تحقق أن Sتشمل النقط A،B، Cو D. 

     جـ ـ استنتج أن  P ٌقطع  Sوفق دائرة ٌطلب تعٌٌن عناصرها . 

 الحل

  تعٌن مستوٌاA  ، Bٔ Cأ ـ تبٌٌن أنّ النقط  .1 P 

لدٌنا  6;6;0AB 


 ،  6;0;6AC 


 و 
6 0

6 6





  غٌر مرتبطٌن خطٌا  وإذن الشعاعان  

ٌّن مستوٌا A  ، Bَ Cالنقط ومنه   تع P. 

 معادلة دٌكارتٌة للمستويالتحقق أنّ  P ً9ه 0x y z    

9 7 1 1 9 0A A Ax y z        ، 9 1 7 1 9 0B B Bx y z        ،  

9 1 1 7 9 0C C Cx y z         ومنه إحداثٌات النقط  A،  B و  C 9 تحقق المعادلة 0x y z    

وعلٌه المعادلة الدٌكارتٌة للمستوي  P ً9 ه 0x y z    

ب ـ التحقق أنّ المستقٌم  OD عمودي على  P. 

لدٌنا  1; 1; 1OD   


 شعاع توجٌه للمستقٌم  OD و  1;1;1n


 شعاع ناظمً للمستوي  P و OD n 
 

 

AB


AC

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ODإذن الشعاعان 


n و 


المستقٌم  مرتبطان خطٌا بالتالً  OD عمودي على  P. 

جـ ـ تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  OD. 

 من المستقٌم من أجل كل  ODلدٌنا  :OM tOD
 

 .t حٌث 

ومنه  ;

x t

y t t

z t

 


  
  

 

د ـ تبٌٌن أنّ النقطة  3;3;3Hهً المسقط العمودي للنقطة D على المستوي  P. 

 ٌمكن استعمال طرٌقتٌن 

 تنتمً للمستوي H  نثبت أن :1طرٌقة  P ّو أن DH


n و 


 . مرتبطان خطٌا

 تنتمً للمستوي H  نثبت أن :2طرٌقة  P و   ;d D P DH. 

 1نستعمل طرٌقة 

9لدٌنا  3 3 3 9 0H H Hx y z        ومنه  H P 

ولدٌنا  4;4;4DH


4DH ومنه  n
 

DH إذن الشعاعان 


n و 


 هً المسقط العمودي  H مرتبطان خطٌا بالتالً 

 على المستوي Dللنقطة P. 

 هً مركز الدائرة Hإثبات أنّ  C  المحٌطة بالمثلثABC   . 

 4; 2; 2HA  


 ومنه    
2 224 2 2 24HA       

 2;4; 2HB  


 ومنه    
2 222 4 2 24HB       

 2; 2;4HC  


 ومنه    
2 2 22 2 4 24HC       

HAبما أنّ  HB HC  ّفإن H هً مركز الدائرة  C  المحٌطة بالمثلثABC   . 

 تقاطع نقطة  إحداثٌات تعٌٌنب ـ  ODو  Q. 

 نحل الجملة   

 

 

 

 

......................... 1

......................... 2

......................... 3

4 12 0...... 4

x t

y t

z t

x y z

 


 


 
    

4  ومنه  12 0t t t     2 وعلٌهt   إذن  2;2;2.     

 .ABCD هً مركز رباعً الوجوه ج ـ إثبات أنّ 

لدٌنا  5; 1; 1A  


 ،  1;5; 1B  


 ،  1; 1;5C  


 ،  3; 3 3D   


 

ومنه  5 1 1 3; 1 5 1 3; 1 1 5 3A B C D              
   

 أي  0;0;0A B C D   
   

 

0Aوهذا ٌعنً أنّ  B C D    
    

 .ABCDرباعً الوجوه  هً مركز   وبالتالً 
 .  متقاٌس الأضلاعABCد ـ إثبات أنّ المثلث 

 6;6;0AB 


 ومنه  
2 26 6 6 2AB     

 6;0;6AC 


 ومنه  
2 26 6 6 2AC     

 0; 6;6BC 


 ومنه  
2 26 6 6 2BC     

 ; ;M x y z
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ABبما أنّ  AC BC  ّالمثلث  فإنABCمتقاٌس الأضلاع . 

 . ABCDحساب حجم رباعً الوجوه 

1

3
V S d   عن المستوي D هو بُعد النقطة d و ABC هً مساحة المثلث S حٌث   P. 

 منتصف Iلتكن  AB ومنه  4;4;1I 

6 2 3 2
18

2 2

BC AI
S au

 
   ،  

1 1 1 9 12
4 3

3 3
d

   
   

وعلٌه 
1

18 4 3 24 3
3

V uv   . 

3 . S  مجموعة النقطM12:  من الفضاء التً تحقق 3MA MB MC MD   
   

. 

أ ـ تبٌٌن أنّ  S هً سطح الكرة التً مركزها  3 ونصف قطرها 3. 

 مركز رباعً الوجوه ABCD 4 ومنهMA MB MC MD M    
    

 

12 3MA MB MC MD   
   

4  معناه   12 3M 


3  أي  3M  

إذن  S هً سطح الكرة الذي مركزه  3 ونصف قطره 3. 

ب ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة لسطح الكرة  S . 

المعادلة الدٌكارتٌة لسطح الكرة الذي مركزه : تذكٌر 0 0 0; ;x y z ونصف قطره  R ًه

     
2 2 2 2

0 0 0x x y y z z R     .   

المعادلة الدٌكارتٌة لسطح الكرة  S ًه      
2 2 2

2 2 2 27x y z     . 

التحقق أنّ  S تشمل النقط A،B، Cو D. 

 5; 1; 1A  


  ومنه    
2 225 1 1 27 3 3A        

 1;5; 1B  


  ومنه     
2 221 5 1 27 3 3B        

 1; 1;5C  


 ومنه     
2 2 21 1 5 27 3 3C        

 3; 3 3D   


 ومنه      
2 2 2

3 3 3 27 3 3D         

إذن  S تشمل النقط A،B، Cو D. 

جـ ـ استنتاج أن  P ٌقطع  Sوفق دائرة ٌطلب تعٌٌن عناصرها . 

 تنتمً للمستوي C  و A،  Bبما أنّ النقط   P وتنتمً لسطح الكرة  S ّفإن  P و  S
 

 ٌتقاطعان وفق الدائرة 

 أي ٌتقاطعان وفق الدائرة C  و A،  Bالتً تشمل النقط  C. 

 28تمرٌن 

I/ D و Hو   نقطتان من الفضاءI منتصف القطعة المستقٌمة  DH. 

ٌّن أنّه، من أجل كل نقطة(1 2:  من الفضاء ٌكونM   ب 2.MD MH MI ID 
 

. 

.من الفضاء التً تحقق M  استنتج أنّ مجموعة النقط  (2 0MD MH 
 

 هً سطح كرة  Sٌطلب تعٌٌن مركزه  

 .    ونصف قطره

II/  نعتبر النقطالفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ، : 

 3;0;0A ،  0;6;0B ،  0;0;4C و  5;0;1D . 

 ; , ,O i j k
  
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ٌّن مستوٌا A  ، Bَ C تحقق أنّ النقط  ( أ(1  .تع

ٌّن أنّ الشعاع (   ب  ب 4;2;3n


 هو شعاع ناظمً للمستوي  ABC. 

 اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي (   جـ ABC. 

 اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم (2  الذي ٌشمل D وٌعامد المستوي  ABC. 

 على المستويD المسقط العمودي للنقطة  H نسمً (3 ABC  .H احسب احداثٌات النقطة  ؛ 

 والمستوي D احسب المسافة بٌن النقطة  (4 ABC ثمّ اكتب معادلة لسطح الكرة ، S المذكورة فً الجزء I. 

 نعتبر النقطة (5
12 6

; ;0
5 5

N
 
 
 

. 

 على المستقٌم C هً المسقط العمودي للنقطة N أثبت أنّ (   أ AB. 

 .ABCD احسب حجم رباعً الوجوه (   ب
 الحل

 ./Iالجزء 

2:  من الفضاء ٌكونM   إثبات أنّه، من أجل كل نقطة(1 2.MD MH MI ID 
 

. 

  .MD MH MI ID MI IH  
     

 منتصف القطعة المستقٌمة I  وبما أنّ   DH ّفإن IH ID 
 

 

ومنه     2 2.MD MH MI ID MI ID MI ID    
     

. 

.من الفضاء التً تحقق M  استنتاج أنّ مجموعة النقط  (2 0MD MH 
 

 هً سطح كرة  S 

. 0MD MH 
 

2  تكافـــئ  2 0MI ID  و تكافئ MI ID  بالتالً مجموعة النقط M  هً سطح كرة مركزه I 
 .IDَوصف قطسي 

 ./IIالجزء 
ٌّن مستوٌاA  ، Bٔ C التحقق أنّ النقط  ( أ(1  . تع

لدٌنا  3;6;0AB 


 ،  3;0;4AC 


 و 
3 0

3 6





  غٌر مرتبطٌن خطٌا  وإذن الشعاعان   

ٌّن مستوٌاA  ، Bَ Cالنقط ومنه   . تع

 تبٌٌن أنّ الشعاع (ب 4;2;3n


 هو شعاع ناظمً للمستوي  ABC. 

لدٌنا      . 4 3 2 6 3 0 0n AB     
 

 و      . 4 3 2 0 3 4 0n AC     
 

 

 . ناظم للمستوي   وبالتالً  و عمودي على كل من الشعاعٌن ومنه 

 كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي (جـ ABC. 

معادلة المستوي  ABC 4 من الشكل 2 3 0x y z d     ّوبما أن A تنتمً للمستوي  ABC ّفإن  

 4 3 0d  12 ومنهd   وعلٌه معادلة المستوي  ABC ً4 ه 2 3 12 0x y z   . 

 كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم (2  الذي ٌشمل D وٌعامد المستوي  ABC. 

بما أنّ   ٌعامد  P ّفإن n


 هو شعاع توجٌه للمستقٌم   

DM:  لدٌنا من المستقٌم من أجل كل نقطة  tn
 

 . عدد حقٌقtً حٌث 

ومنه   

5 4

2 ;

1 3

x t

y t t

z t

 


 
  

 أي  

5 4

2 ;

1 3

x t

y t t

z t

  


 
  

. 

 على المستويD المسقط العمودي للنقطة  H نسمً (3 ABC  .  

 

AB


AC


n


AB


AC


n


 ABC

 ; ;M x y z 
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 .Hحساب احداثٌات النقطة  

H هً نقطة تقاطع   والمستوي  ABC. 

نحل الجملة  

 

 

 

 

5 4 ........................... 1

2 .................................. 2

1 3 .............................. 3

4 2 3 12 0........... 4

x t

y t

z t

x y z

  





 
    

  

 من z وy وxنعوض كل من 1و  2و  3 ًبقٌمهما ف  4نجد  :     4 5 4 2 2 3 1 3 12 0t t t       

29ومنه  29 0t   1 أيt  إذن  

 

 

 

5 4 1

2 1

1 3 1

x

y

z

  





 

  وعلٌه  1;2;4H  

 والمستوي D حساب المسافة بٌن النقطة  (4 ABC. 

 ٌمكن حساب المسافة بطرٌقتٌن

  :1طرٌقة   
     4 5 2 0 3 1 12 29

; 29
29 29

d D ABC
   

    

  :2طرٌقة   ;d D ABC DH 

لدٌنا  4;2;3DH


2 وعلٌه  2 24 2 3 29DH      إذن   ; 29d D ABC . 

كتابة معادلة لسطح الكرة  S. 

 .Iتعٌٌن احداثٌات 

3
2

D H
I

x x
x


   ، 1

2

D H
I

y y
y


  ، 

5

2 2

D H
I

z z
z


    إذن

5
3;1;

2
I
 
 
 

 

29

2 2

DH
ID    

MI ID معناه    
2

2 2 5 29
3 1

2 4
x y z

 
      

 
 وهً معادلة السطح  S. 

 نعتبر النقطة (5
12 6

; ;0
5 5

N
 
 
 

. 

 على المستقٌم C هً المسقط العمودي للنقطة N إثبات أنّ (أ AB. 

 على المستقٌم C هً المسقط العمودي للنقطة Nتكون  ABًإذا تحقق ما ٌل  :CN AB
 

 و  N AB 

لدٌنا 
12 6

; ;4
5 5

CN
 
 
 


 ومنه      

12 6
. 3 6 0 0 0

5 5
CN AB     
 

CN وهذا ٌعنً أنّ  AB
 

 

ولدٌنا 
3 6

; ;0
5 5

AN
 
 
 


 و  3;6;0AB 


5AB ومنه  AN

 
AB إذن الشعاعان 


AN و 


  مرتبطان خطٌا ومنه 

N تنتمً للمستقٌم  AB ًوبالتال N هً المسقط العمودي للنقطة C على المستقٌم  AB. 

 .ABCD حساب حجم رباعً الوجوه (ب
1

3
V S DH  حٌث S هً مساحة المثلث ABC. 

لدٌنا  
2 23 6 3 5AB     ، 

144 36 580 116 2 29
16

25 25 25 5 5
CN       
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ومنه  
1 1 2 29

3 5 3 29
2 2 5

S AB CN      وعلٌه   
1

3 29 29 29
3

V uv   . 

 29تمرٌن 

 : ، نعتبر النقطالفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

 3; 1;2A  ،  1;1; 2B  و  4; 2;4G  والمستوي  P 2 الذي معادلته 3 8 0x y z   . 

اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  .1 AB ٌّن إحداثٌات  نقطة تقاطع المستقٌم L؛ ثمّ ع AB والمستوي  P. 

ٌّن أن . 2  تنتمً للمستقٌم Gأ ـ ب AB وأنها مرجح النقطتٌن A و Bالمرفقتٌن بمعاملٌن حقٌقٌٌن ٌطلب تعٌٌنهما . 

ٌّن طبٌعة وعناصر      ب ـ ع E مجموعة النقط M3:  من الفضاء التً تحققMA MB MA MB   
   

. 

 أ ـ اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم 3  الذي ٌشمل النقطة G وٌعامد المستوي  P ٌّن إحداثٌات   نقطة H، ثمّ ع

       تقاطع المستوي  Pوالمستقٌم  . 

 والمستقٌمL   ب ـ استنتج المسافة بٌن النقطة  . 

أ ـ اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي . 4 AGHثمّ استنتج معادلة دٌكارتٌة له ،. 

ٌّن أنّ المستوٌٌن     ب ـ  ب AGH و  P ٌتقاطعان وفق مستقٌم   dٌُطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له. 

 الحل

كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  .1 AB 

المستقٌم  AB شعاع توجٌهه  2;2; 4AB  


 

   ; ;M x y z AB  معناه AM t AB
 

  عدد حقٌقtً حٌث 

ومنه  

3 2

1 2 ;

2 4

x t

y t t

z t

  


  
   

  أي  

3 2

1 2 ;

2 4

x t

y t t

z t

 


   
  

. 

 نقطة تقاطع المستقٌم Lتعٌٌن إحداثٌات  AB والمستوي  P. 

نحل الجملة 

3 2

1 2

2 4

2 3 8 0

x t

y t

z t

x y z

 


  


 
    

3 ومنه  2 2 4 6 12 8 0t t t       ومنه 
19

18
t  

 وعلٌه  

19
3 2

18

19
1 2

18

19
2 4

18

x

y

z

  
   

 
  

    
 

  
   

 

  إذن 
8 10 20

; ;
9 9 9

L
 

 
 

 

 

 

 

 

 تنتمً للمستقٌم Gأ ـ تبٌٌن أن . 2 AB. 

 ; , ,O i j k
  
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 G AB معناه 

4 3 2

2 1 2

4 2 4

t

t

t

 

   
  

 ٌكافئ 

1

2

1

2

1

2

t

t

t


 



 



 



 إذن من أجل 
1

2
t   نجد النقطة  G من المستقٌم  AB. 

 . المرفقتٌن بمعاملٌن حقٌقٌٌن ٌطلب تعٌٌنهماB و A مرجح النقطتٌن Gتبٌٌن أنّ 

 تنتمً للمستقٌم Gلدٌنا  AB من أجل 
1

2
t    ومنه 

1

2
AG AB 
 

2AG ومنه  AB 
 

  

2تكافئ  0AG AB 
  

2 وتكافئ  0AG AG GB  
   

3 ومنه  0GA GB  
  

 B و A مرجح النقطتٌن G إذن 
 . على الترتٌب1 و 3المرفقتٌن بـ 

ب ـ تعٌٌن طبٌعة وعناصر  E مجموعة النقط M3:  من الفضاء التً تحققMA MB MA MB  
   

. 

G مرجح الجملة     ; 3 , ;1A B إذن من أجل كل نقطة M 3 من الفضاء لدٌنا 2MA MB MG   
  

 

MAولدٌنا  MB MB BA MB BA    
     

 

3MA MB MA MB   
   

2MG معناه  BA 
 

 أي  
2

BA
MG 



 

4ولدٌنا  4 16 2 6BA    


6MG ومنه   ًوبالتال  E هً سطح الكرة التً مركزها G ونصف  

 .6قطرها 

 أ ـ كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم 3  الذي ٌشمل النقطة G وٌعامد المستوي  P. 

بما أنّ   ٌعامد  P ّفإن  1; 2;3n 


 ٌكون شعاع توجٌه للمستقٌم   . 

   ; ;M x y z   معناه GM tn
 

 . عدد حقٌقtً حٌث 

ومنه  

4

2 2 ;

4 3

x t

y t t

z t

 


   
  

 أي  

4

2 2 ;

4 3

x t

y t t

z t

 


   
  

. 

 نقطة تقاطع المستوي Hتعٌٌن إحداثٌات  Pوالمستقٌم  . 

نحل الجملة 

4

2 2

4 3

2 3 8 0

x t

y t

z t

x y z

 


  


 
    

4 ومنه  4 4 12 9 8 0t t t       2 ومنهt   

وعلٌه  2;2; 2H     

 والمستقٌمLب ـ استنتاج المسافة بٌن النقطة  . 

بما أن ٌعامد  Pفإن المسقط العمودي لكل نقطة من المستوي  Pعلى المستقٌم   ًه H نقطة تقاطعهما  

وبما  L P فإن المسافة بٌن النقطة Lوالمستقٌم   ًه LH. 

10 8 2
; ;

9 9 9
LH

 
 
 


 ومنه  

100 64 4 168

81 81 81 9
LH    

 
 

أ ـ كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي . 4 AGH  
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لدٌنا  1; 1;2AG 


 ،  1;3; 4AH  


 و 
1 3

1 1





 . تعٌن مستوٌاH و A ، G ومنه النقط  

   ; ;M x y z AGH معناه AM AG AH  
  

 . عددان حقٌقٌان و  حٌث 

ومنه   2

3

1 3 ; ,

2 2 4

x

y

z

 

   

 

  


    
   

  أي    2

3

1 3 ; ,

2 2 4

x

y

z

 

   

 

  


    
   

. 

 .استنتاج معادلة دٌكارتٌة له

 

 

 

3 ................ 1

1 3 ........... 2

2 2 4 ........... 3

x

y

z

 

 

 

  


   


  

 بضرب المعادلة  1 1 بـ نجد   و  و  و بجمع  

وهً معادلة المستوي  AGH. 

تبٌٌن أنّ المستوٌٌن ب ـ  AGH و  P ٌتقاطعان وفق مستقٌم   dٌُطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له. 

لدٌنا  1; 2;3n 


 شعاع ناظمً للمستوي  P و  ' 1;1;1n 


 شعاع ناظمً للمستوي  AGH 

و 
1 1

1 2





n إذن الشعاعان 


n' و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه المستوٌان  AGH و  P متقاطعان وفق 

مستقٌم  d . 

المستقٌم  d معرّف بالجملة 
 

 

2 3 8 0...... 1

2 0....... 2

x y z

x y z

   

    

 بجمع المعادلتٌن  1و  2 4 نجد 10 0y z    

4ومنه  10y z  ًبالتعوٌض ف  1 نجد  2 4 10 3 8 0x z z     5 ومنه 12x z   

zوبوضع  t   نجد    

5 12

: 4 10

x t

d y t

z t

 


 
 

 

 30تمرٌن 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 : ، نعتبر النقط

 8;0;8A ،   10;3;10B ، 10;1;6C و  6;5;4D. 

والمستقٌم   ًالمعرّف بتمثٌله الوسٌط  

5 3

1 2

2

x t

y t t

z t

  


  
  

 

1 اكُتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  d الذي ٌشمل النقطتٌن A و  B. 

2 ٌّن أنّ المستقٌمٌن  ب و  dلٌسا من نفس المستوي . 

3 لٌكن المستوي  P الذي ٌشمل المستقٌم  d وٌوازي  . 

ٌّن أنّ الشعاع       أ ـ ب 2; 2;1n 


 ناظمً للمستوي  P. 

     ب ـ اكُتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

 نقطة كٌفٌة من المستقٌم M     ج ـ ٌّن أنّ بُعد  عن المستويM، ب Pمستقل عن اختٌار النقطة M. 

 على D هً المسقط العمودي للنقطة C     د ـ أثبت أنّ  P. 

 ادرس الوضع النسبً للمستوٌٌن -4 P و  xOy. 

 1 2 32 0x y z    



     مصطفاْ ػثد انؼزٔز:     إػداد                        ذمــازٔه مذهُنح فٓ انٍىدسح فٓ انفضاء                                                 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

45 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 الحل

1 كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  d الذي ٌشمل النقطتٌن A و  B. 

المستقٌم  d شعاع توجٌهه  2;3;2AB


. 

من أجل كل  ; ;M x y z من المستقٌم  dلدٌنا  :AM AB
 

 . حٌث 

ومنه  

8 2

3

8 2

x

y

z



 



 


 
  

 تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  وهو d. 

2 إثبات أنّ المستقٌمٌن  و  dلٌسا من نفس المستوي . 

لدٌنا  3;2; 2u 


 هو شعاع توجٌه للمستقٌم  و  2;3;2AB


 شعاع توجٌه للمستقٌم  d. 

2 3

3 2
 إذن u


AB و


 غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه المستقٌمان   و dغٌر متوازٌٌن . 

ندرس تقاطع   و d. 

نحل الجملة  

 

 

 

5 3 8 2 ..... 1

1 2 3 ............. 2

2 8 2 .......... 3

t

t

t







   

 


  

 

بجمع  2و  3 1 نجد 8 5  ومنه 
7

5
  . 

 فً بتعوٌض قٌمة  1و  2و  3نجد  :

26
5 3

5

21
1 2

5

26
2

5

t

t

t


  


  



 


  إذن  

51

15

13

5

13

5

t

t

t







 



 


  تناقض

ومنه   و dغٌر متقاطعٌن . 

بما أنّ   و dغٌر متوازٌٌن وغٌر متقاطعٌن فهما لٌسا من نفس المستوي . 

3 لٌكن المستوي  P الذي ٌشمل المستقٌم  d وٌوازي  . 

أ ـ إثبات أنّ الشعاع  2; 2;1n 


 ناظمً للمستوي  P. 

 P ٌشمل المستقٌم  dوٌوازي    ّوبما أن dلاٌوازي   إذن u


AB و


 هما شعاعً توجٌه للمستوي P 

ولدٌنا    . 2 3 2 2 2 0n u    
 

  و    . 2 2 2 3 2 0n AB    
 

 

nومنه 


u عمودي على كل من الشعاعٌن 


AB و


n  وبالتالً 


 ناظمً للمستوي  P. 

ب ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

المستوي  P 2 له معادلة من الشكل 2 0x y z d    ّوبما أن A تنتمً للمستوي  P ّفإن  

   2 8 2 0 8 0d    24 ومنهd   المستوي  وعلٌه معادلة P ً2 ه 2 24 0x y z    

 نقطة كٌفٌة من المستقٌم Mج ـ  . 

 
 

 عن المستويMإثبات أنّ بُعد Pمستقل عن اختٌار النقطة     . M
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 
   2 5 3 2 1 2 2 24 36

; 4
94 2 1

t t t
d M P

     
  

 
. 

 من Mإذن مهما تكن النقطة  فإن بُعدها عن المستوي  P4  ثابت وهوd . 

 على D هً المسقط العمودي للنقطة Cد ـ إثبات أنّ  P. 

 2 2 24 2 10 2 6 24 0C C Cx y z        ومنه  C P. 

ولدٌنا  4;4; 2CD  


2CD ومنه  n 
 

CD ومنه الشعاعان 


n و 


 . مرتبطان خطٌا

 على D هً المسقط العمودي للنقطة Cإذن  P. 

4 دراسة الوضع النسبً للمستوٌٌن  Pو  xOy. 

المستوي  xOy 0 معادلتهz .  

نحل الجملة 
 

 

2 2 24 0..... 1

0............................. 2

x y z

z

   




  

نعوض  2 ًف  1 2 نجد 2 24 0x y   12 ومنهx y . 

yوبوضع  t  نجد  

12

0

x t

y t t

z

 


 
 

 

 المستوٌانومنه  P و xOy وفق المستقٌم الذي ٌشمل النقطة  ٌتقاطعان 12;0;0K وٌوازي الشعاع  1;1;0v


. 

 2014 بكالورٌا تقنً رٌاضً 31تمرٌن 

 الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

 1 و  2مستقٌمان من الفضاء معرّفان بتمثٌلٌهما الوسٌطٌٌن التالٌٌن : 

         1

3 2

: 2 2 ;

1

x t

y t t

z t

 


    
  

        و         2

1

: 1 '; '

4 2 '

x

y t t

z t




    
  

 

ٌّن إحداثٌات النقطة ( أ(1  تقاطع المستقٌمٌن B ع 1 و  2. 

ٌّن تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي (  ب  ع P ٌّن بالمستقٌمٌن  المع 1 و  2. 

 أثبت أنّ النقطة ( أ(2 6;4;4A لا تنتمً للمستوي  P. 

ٌّن أنّ النقطة (  ب  على المستوي A هً المسقط العمودي للنقطة B ب P. 

ٌّن معادلة دٌكارتٌة للمستوي ( أ(3  ع Q الذي ٌشمل النقطة A و  5;1; 7n 


 . شعاع ناظمً له

ٌّن إحداثٌات (  ب  نقطتً تقاطع D و C ع Q مع كل من  1 و  2على الترتٌب . 

ٌّن طبٌعة المثلث ( أ(4  .ABCD، ثمّ احسب حجم رباعً الوجوه BCD ع

 .ACD استنتج مساحة المثلث (  ب
 
 
 
 
 
 

 الحل

 ; , ,O i j k
  
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 تقاطع المستقٌمٌن B تعٌٌن إحداثٌات النقطة ( أ(1 1 و  2. 

نحل الجملة  

 

 

 

3 2 1.................. 1

2 2 1 '...... 2

1 4 2 '........... 3

t

t t

t t

 

    

  

 من  1 1 نجدt   بالتعوٌض عن  t ًف  2 0 نجد 1 't    

'ومنه  1t   على الترتٌب نجد  و  فً التمثٌلٌن الوسٌطٌٌن لـ  و  وبتعوٌض  

1

0

2

x

y

z





 

    و   

1

0

2

x

y

z





 

  إذن المستقٌمان  1 و  2 ٌتقاطعان فً النقطة  1;0;2B . 

 تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي (ب P الذي ٌشمل المستقٌمٌن  1 و  2. 

 2; 2; 1u  


 شعاع توجٌه للمستقٌم  1 و  0; 1;2v 


 شعاع توجٌه للمستقٌم  2 وهما أساس للمستوي  P. 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M P معناه 'BM tu t v 
  

 و  1; ; 2BM x y z 


. 

ومنه    2

1 2

2 ' ; '

2 2 '

x t

y t t t t

z t t

 


   
    

 أي   2

1 2

2 ' ; '

2 2 '

x t

y t t t t

z t t

 


   
   

 

 إثبات أنّ النقطة ( أ(2 6;4;4A لا تنتمً للمستوي  P. 

 تنتمً للمستوي Aنفرض أنّ  P إذن 

 

 

 

6 1 2 .......... 1

4 2 '...... 2

4 2 2 '... 3

t

t t

t t

 


  


  

 

من  1  نجد 
5

2
t  ًبالتعوٌض ف   2 و  3 نجد 

5

2

4 5 '

1
4 2 '

2

t

t

t





 


   


    ومنه 

5

2

' 1

9
'

4

t

t

t








 


  تناقض

 لا تنتمً للمستوي Aإذن  P. 

 على المستوي A هً المسقط العمودي للنقطة B تبٌٌن أنّ النقطة (ب P. 

 على المستوي A هً المسقط العمودي للنقطة Bتكون  Pإذا وفقط إذا كان : 

 B P و BA


 شعاع ناظمً للمستوي  P 

لدٌنا  5;4;2BA


 و    . 5 2 4 2 2 1 0BAu       
 

 و    . 5 0 4 1 2 2 0BAv      
 

 

BAوهذا ٌعنً أنّ  u
 

BA و  v
 

BA بالتالً 


 شعاع ناظمً للمستوي  P ّوبما أن  B P ّفإن B  ًه  

 على المستوي Aالمسقط العمودي للنقطة  P. 

 تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة للمستوي ( أ(3 Q الذي ٌشمل النقطة A و  5;1; 7n 


 . شعاع ناظمً له

معادلة المستوي  Q 5 من الشكل 7 0x y z d    ّوبما أن  A Q  ّفإن    5 6 4 7 4 0d    

6dومنه    5 وعلٌه 7 6 0x y z    هً معادلة للمستوي   

 نقطتً تقاطع D و C تعٌٌن إحداثٌات (ب Q مع كل من  1 و  2على الترتٌب . 

t't 1 2

 Q
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  نقطة تقاطع Cتعٌٌن إحداثٌات  Q مع  1. 

نحل الجملة  

3 2

2 2

1

5 7 6 0

x t

y t

z t

x y z

 


  


 
    

 وعلٌه    5 3 6 2 2 7 1 6 0t t t       35 ومنه 0t  0 أيt  

إذن  3; 2;1C . 

 نقطة تقاطع Dتعٌٌن إحداثٌات  Q مع  2. 

نحل الجملة 

1

1 '

4 2 '

5 7 6 0

x

y t

z t

x y z




  


 
    

  وعلٌه  5 1 ' 7 4 2 ' 6 0t t      15 ومنه ' 30 0t   أي ' 2t   

إذن  1;1;0D. 

 .BCD تعٌٌن طبٌعة المثلث ( أ(4

 2; 2; 1BC  


4 ومنه  4 1 3BC     

 0;1; 2BD 


1 ومنه   4 5BD    

 2;3; 1CD  


4 ومنه  9 1 14CD     

2ومنه  2 2BC BD CD  إذن المثلث BCD ًقائم ف B. 

 لدٌنا:  2طرٌقة    . 2 0 2 1 1 2 0u v      
 

u وهذا ٌعنً أنّ  v
 

  ومنه المستقٌمان  1 و 2 متعامدان  

 وبما أنّ Bومتقاطعان فً النقطة  1C  و  2D  فإنّ المثلث BCD ًقائم ف B. 

 .ABCD حساب حجم رباعً الوجوه 

  دجم زتاػٓ انُجُي ٔؼطّ كما ٔهٓ
1

3
  مسادح انقاػدج الازذفاع. 

1

3
ABCD BCDV S AB    (AB هً المسافة بٌن A والمستوي    BCD P ) 

3ندٔىا  5AB  ،  
3 5

2 2
BCD

BC BD
S ua


  

وعلٌه  
1 3 5 15

3 5
3 2 2

ABCDV uv   . 

 .ACD استنتاج مساحة المثلث (ب

 لدٌنا  
1

;
3

ABCD ACDV S d B Q  لأنّ المستوي     ACD هو المستوي  Q  . 

 ومنه 
  

3

;

ABCD
ACD

V
S

d B Q
 ولدٌنا    

5 14 6 15
; 3

5 3 5 3
d B Q

 
   

وعلٌه  
  

15
3

3 15 32

2; 3

ABCD
ACD

V
S ua

d B Q



  . 

 
 2013 بكالورٌا رٌاضٌات  32تمرٌن 
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الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 

انىقظ  نعتبر  0;0;1A ،  2;2; 1B  ، 2; 7; 7C    و  3;4;4D  

و المستوي  Pًالمعرف بالتمثٌل الوسٌط  :

1 3

1 2

4

x

y

z

 



 

  


 
   

 ،  و وسٌطٌان حقٌقٌان . 

ٌّن أنّ   أ ـ.1 ٌّن مستوٌاCو  A،B النقط ب  . تع

 تحقق أنّ الشعاع ب ـ     3; 2;1n 


 ناظمً للمستوي  ABCثمّ اكتب معادلة دٌكارتٌة له ،. 

 اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  أ ـ.2 P ٌّن أنّ المستوٌٌن ، ثمّ ب ABCو  P متعامدان . 

ٌّن أنّ تقاطع ب ـ      ب ABC و  P هو المستقٌم  ًذو التمثٌل الوسٌط  : 

                                      

2

7 4 ;

7 5

x t

y t t

z t

  


   
   

 

 والمستوي D احسب المسافة بٌن النقطة جـ ـ     ABC والمسافة بٌن النقطة ،Dوالمستوي  Pثمّ استنتج ، 

 والمستقٌم D          المسافة بٌن النقطة  
 

3.
  Q المستوي الذي ٌشمل النقطةD والعمودي على كل من المستوٌٌن  ABCو  P. 

 اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي أ ـ    Q. 

ٌّن أنّ المستوٌات الثلاثة ب ـ     ب ABC، Pو  Q تتقاطع فً نقطة واحدة H ٌّن إحداثٌات  .، ثمّ ع

 والمستقٌم D احسب بطرٌقة ثانٌة، المسافة بٌن النقطة جـ ـ    . 

  :الحل
ٌّن مستوٌاCو  A،B النقط إثبات أنّ   أ ـ.1  . تع

لدٌنا  2;2; 2AB 


 و  2; 7; 8AC   


 و 
2 7

2 2

 
 

ABإذن الشعاعان 


AC و


ٌّن مستوٌاCو  A،Bالنقط  غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه   . تع

ب ـ التحقق أنّ الشعاع  3; 2;1n 


 ناظمً للمستوي  ABCثمّ كتابة معادلة دٌكارتٌة له ،. 

لدٌنا    . 3 2 2 2 2 0n AB    
 

 و    . 3 2 2 7 8 0n AC      
 

 

nومنه 


AB عمودي على كل من الشعاعٌن 


AC و


n  وبالتالً 


 ناظم للمستوي  ABC. 

معادلة المستوي  ABC
 

 ABC هو مجموعة النقط  ; ;M x y z من الفضاء بحٌث . 0AM n 
 

  و ; ; 1AM x y z 


. 

. 0AM n 
 

3 معناه  2 1 0x y z    وهً معادلة للمستوي  ABC. 

 

 

 

 

 أ ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي .2 P ثمّ تبٌٌن أنّ المستوٌٌن ، ABCو  Pمتعامدان . 

H
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لدٌنا 

 

 

 

1 3 ......... 1

1 2 .............. 2

4 .......... 3

x

y

z

 



 

  


 


  

 

بجمع  1 و  2 2 نجدx y      2 ومنهx y      

ولدٌنا من  3  4z     2 ومنه 4x y z    2 وعلٌه 0x y z    ًه  

معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

تبٌٌن أنّ المستوٌٌن  ABCو  Pمتعامدان . 

 3; 2;1n 


 هو شعاع ناظمً للمستوي  ABCو  ' 1;1; 1n 


 شعاع ناظمً للمستوي  P . 

   . ' 3 1 2 1 1 0n n    
 

n وهذا ٌعنً 


n' ٌعامد 


 ومنه  ABC و P متعامدان. 

    ب ـ تبٌٌن أنّ تقاطع  ABC و  P هو المستقٌم  ًذو التمثٌل الوسٌط  : 

                                      

2

7 4 ;

7 5

x t

y t t

z t

  


   
   

 

بالتعوٌض فً معادلة  ABC و  Pنجد  : 

     3 2 2 7 4 7 5 1 0t t t          ومنه   محتوى فً المستوي  ABC. 

و      2 7 4 7 5 2 0t t t          ومنه   محتوى فً المستوي  P. 

وعلٌه تقاطع  ABC و  P هو المستقٌم  . 

 والمستوي Dجـ ـ المسافة بٌن النقطة  ABC . 

   
1

3 3 2 4 4 1 14
14

14 14
d

   
  . 

 والمستويDالمسافة بٌن النقطة  P. 

2

3 4 4 2 1

3 3
d

   
 . 

استنتاج المسافة 
3d بٌن النقطة D والمستقٌم  . 

المستوٌان  ABCو  P 2 متعامدان ومنه حسب نظرٌة فٌتاغورث 2 2

3 1 2d d d  

2ومنه  2

3 1 2d d d  3  وعلٌه

43

3
d . 

3.
  Q المستوي الذي ٌشمل النقطةD والعمودي على كل من المستوٌٌن  ABCو  P. 

أ ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  Q. 

 ABCو  P ٌتقاطعان فً المستقٌم  أن   وبما Q  ٌعامد ABCو  P فإنه  

ٌعامد المستقٌم   ّأي أن  1;4;5u


 شعاع توجٌه  هو شعاع ناظمً للمستوي  Q. 

معادلة المستوي  Q 4 من الشكل 5 0x y z d    ّوبما أن D تنتمً للمستوي  Q  
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فإنّ    3 4 4 5 4 0d     33 ومنهd   وعلٌه   : 4 5 33 0Q x y z   . 

ب ـ تبٌٌن أنّ المستوٌات الثلاثة  ABC، Pو  Q تتقاطع فً نقطة واحدة H . 

بما أنّ      ABC P   ّفإن          ABC P Q Q    . 

بما أنّ   ٌعامد  Q ّفإن  و  Q ٌتقاطعان فً نقطة H. 

 نقطة تقاطع Hتعٌٌن   و  Q. 

 هً حل للجملة Hإحداثٌات 

 

 

 

 

2 ................. 1

7 4 ............... 2

7 5 ................ 3

4 5 33 0..... 4

x t

y t

z t

x y z

  


  


  
    

 

ومنه    2 4 7 4 5 7 5 33 0t t t           وعلٌه 
7

3
t  إذن 

1 7 14
; ;

3 3 3
H
 
 
 

. 

 والمستقٌم Dجـ ـ حساب بطرٌقة ثانٌة، المسافة بٌن النقطة  . 

المسقط العمودي لكل نقطة من  Q على   هً النقطة H ّلأن   عمودي على  Q. 

 نقطة من Dوبما أنّ  Q ّفإن H هً المسقط العمودي للنقطة D على  . 

بالتالً   ;d D DH . 

لدٌنا 
10 5 2

; ;
3 3 3

DH
 

 
 


 ومنه 

100 25 4 129 43

9 9 3 9 3
DH     . 

 2009 بكالورٌا تقنً رٌاضً 33تمرٌن 

1نعتبر فً الفضاء المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 : النقط

     1;1;2A،  1;0; 2B   ،  1;0; 6C   

ٌّن أنّ مجموعة النقط   ـ ب ; ;M x y z2:  التً تحقق 2 1MA MB هً مستو عمودي على  

   المستقٌم AB نرمز له بالرمز  Pٌطلب تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة له . 

2 لتكن S مجموعة النقط  ; ;M x y z2:  التً تُحقق 2 2 2 2 2 6 0x y z x y z       

ٌّن أنّ       .R ونصف قطرها  هً سطح كرة ٌطلب تعٌٌن مركزها Sـ ب

3 G 0 نقطة من الفضاء معرّفة بالعلاقةGA GB GC  
   

. 

ٌّن إحداثٌات النقطة أ ـ      .S ثمّ تأكد أنّها تنتمً إلى G ع

 اكُتب معادلة المستويب ـ    Qالذي ٌمسّ سطح الكرة S فً النقطة G. 

 :الحل

تبٌٌن أنّ مجموعة النقط ; ;M x y z2:  التً تحقق 2 1MA MB هً مستو عمودي على  

المستقٌم AB نرمز له بالرمز  Pٌطلب تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة له . 

     
2 2 2

1 1 2AM x y z      ومنه      
2 2 22 1 1 2AM x y z      

   
2 221 2BM x y z     ومنه    

2 22 21 2BM x y z     
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2 2 1MA MB  تكافئ          
2 2 2 2 221 1 2 1 2 1x y z x y z             

   
 

4وتكافئ  2 8 0x y z    2 أي 4 0x y z    وهً معادلة مستو شعاعه الناظم  2; 1; 4AB   


  ومنه

المستوي  P عمودي على المستقٌم  AB. 

2 لتكن S مجموعة النقط  ; ;M x y z2:  التً تحقق 2 2 2 2 2 6 0x y z x y z       

 .R ونصف قطرها  هً سطح كرة ٌطلب تعٌٌن مركزها Sـ إثبات أنّ 
2 2 2 2 2 2 6 0x y z x y z       معناه      

2 2 2
1 1 1 1 1 1 6 0x y z           

ومنه      
2 2 2

1 1 1 9x y z      إذن S هً سطح كره مركزها  1;1;1  

3Rوطول نصف قطرها  . 

3 G 0 نقطة من الفضاء معرّفة بالعلاقةGA GB GC  
   

.  

 .S ثمّ التأكد أنّها تنتمً إلى Gأ ـ تعٌٌن إحداثٌات النقطة 

G هً مرجح الجملة       ;1 , ; 1 , ;1A B C 1 وعلٌه
1 1 1

A B C
G

x x x
x

 
 

 
 

1
1 1 1

A B C
G

y y y
y

 
 

 
،  2

1 1 1

A B C
G

z z z
z

 
  

 
 إذن  1;1; 2G . 

 .S تنتمً إلى Gالتأكد أنّ 

 : نجدS فً معادلة Gبتعوٌض إحداثٌات  S تنتمً إلى  Gٌمكن التأكد بسهولة أنّ 

     
2 2 2

1 1 1 1 2 1 9       ّوهذا ٌعنً أن G تنتمً إلى S. 

ب ـ كتابة معادلة المستوي Qالذي ٌمسّ سطح الكرة S فً النقطة G.  

المستوي  Q ناظمه الشعاع G


ولدٌنا . G وٌشمل النقطة  0.0. 3G 


. 

ومنه معادلة  Q 3 من الشكل 0z d   ّوبما أن  Qٌشمل  G ّفإن  3 2 0d    6 ومنهd   

3وعلٌه  6 0z   2 ومنه 0z   هً معادلة للمستوي  Q. 

 (2012بكالورٌا تقنً رٌاضً ) 34تمرٌن 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

، P المستوي الذي  

4 3 1 0x y    معادلة دٌكارتٌة له و D المستقٌم الذي  
1 4

3 3

3 3

4 4

x k

y k k

z k


 



  



  

 تمثٌل وسٌطً له 

تحقق أنّ المستقٌم  1.  D محتوى فً المستوي  P. 

 اكُتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم أ ـ 2.  الذي ٌشمل النقطة  1;1;0Aو  4;1;3u


 .  شؼاع ذُجًٕ نً

 ػٕهّ إدداشٕاخ ذقاطغ انمسرقٕمٕه  ب ـ     Dَ  . 

3:  تٕهّ أنّ 3. 4 3 0x z    هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي Q الذي ٌحوي المستقٌمٌن  Dَ  . 

.4  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 و كل من M احسب المسافة بٌن  أ ـ Pو  Q. 
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 من الفضاء المتساوٌة المسافة عن كل من M أثبت أن مجموعة النقط     ب ـ Pو  Qًه  

         إتحاد مستوٌٌن متعامدٌن  1Pو    2Pٌطلب تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة لكل منهما      . 

عٌن مجموعة النقط   5. ; ;M x y zمن الفضاء التً إحداثٌاتها حلول للجملة الآتٌة : 

                               

4 3 1 0

3 4 3 0

3 4 2 0

x y

x z

x y z

  


  
    

   

  :الحل

تحقق أنّ المستقٌم  ال1. D محتوى فً المستوي  P. 

نعوض المعادلات الوسٌطٌة للمستقٌم  D فً معادلة المستوي  Pنجد   : 

 
1 4

4 3 1 4 1 4 1 0
3 3

k k k k
 

          
 

 ومنه المستقٌم  D محتوى فً المستوي  P 

 كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم أ ـ 2.  الذي ٌشمل النقطة  1;1;0Aو  4;1;3u


 .  شؼاع ذُجًٕ نً

لتكن  ; ;M x y z من   ومنه /AM u  
 

 و  1; 1;AM x y z 


. 

ومنه   

1 4

1 ;

3

x

y

z



 



 


  
 

 أي  

1 4

1 ;

3

x

y

z



 



 


  
 

.  

ب ـ حعٍٍٍ إحداثٍاث حقاطع انًسخقًٍٍٍ  Dٔ  . 

 نحل الجملة  

 

 

 

1 4 ................ 1

1 4
1 ......... 2

3 3

3 3
3 ...... 3

4 4

k

k

k








 




  


  

 

 

 

 

1 4 ................ 1

1 4
1 ......... 2

3 3

3 3
3 ...... 3

4 4

k

k

k








 




  


  

 تكافئ 

 

 

 

1 4 ................ 1

1 4 3 3 ......... 2

3 3 12 ...... 3

k

k

k







 

  


  

 

  بقٌمتها منkنعوض  1 ًف  2 نجد  1 4 1 4 3 3     19 أي 6  ومنه 
6

19
   

بالتعوٌض فً  1 نجد 
6

1 4
19

k
 

   
 

  أي 
5

19
k  . 

 فً  و kبتعوٌض قٌمتً  3نجد  :
5 6

3 3 12
19 19

   
       

   
 أي 

72 72

19 19
  محققة . 

 المستقٌمان :نتٌجة Dَ   ٔرقاطؼان فٓ انىقطح ذاخ الإدداشٕاخ 
5 13 18

; ;
19 19 19

 
 
 

. 

 

.3 ٌّ 3:  إثباث أ 4 3 0x z    هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي Q الذي ٌحوي المستقٌمٌن  Dٔ     . 
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بما أنّ المستقٌمٌن  D َ  متقاطعان فإنّه ٌوجد مستو وحٌد ٌشملهما . 

 
3 3

3 4 3 3 3 3 3 0
4 4

k k k k
 

         
 

المستقٌم   ومنه D محتوى فً المستوي  Q 

بنفس الطرٌقة مع المستقٌم   :   3 1 4 4 3 3 0     ومنه المستقٌم    محتوى فً المستوي Q. 

3إذن  4 3 0x z    هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي Q الذي ٌحوي المستقٌمٌن  Dَ  . 

 و كل من Mأ ـ حساب المسافة بٌن  Pو  Q. 

  
4 3 1

;
5

x y
d M P

  
 ،   

3 4 3
;

5

x z
d M Q

 
. 

 من الفضاء المتساوٌة المسافة عن كل من Mإثبات أنّ مجموعة النقط  ب ـ Pو  Qًه  

     إتحاد مستوٌٌن متعامدٌن  1Pو    2Pٌطلب تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة لكل منهما . 

      ; ;d M P d M Q  معناه  
4 3 1 3 4 3

5 5

x y x z    
 

4وتكافئ  3 1 3 4 3x y x z      4 أي 3 1 3 4 3x y x z     أو      

 4 3 1 3 4 3x y x z       7 ومنه 3 4 4 0x y z     3 أو 4 2 0x y z   . 

 من الفضاء المتساوٌة المسافة عن كل من Mمجموعة النقط إذن  Pو  Q هً إتحاد مستوٌٌن 

متعامدٌن   1 : 7 3 4 4 0P x y z     و  2 : 3 4 2 0P x y z   . 

تعٌٌن مجموعة النقط  5. ; ;M x y zمن الفضاء التً إحداثٌاتها حلول للجملة الآتٌة : 

                               

4 3 1 0

3 4 3 0

3 4 2 0

x y

x z

x y z

  


  
    

   

الجملة هً تقاطع المستوٌات الثلاثة  Pو  Qو  2P. 

لدٌنا      P Q D  لندرس تقاطع  D والمستوي  2P. 

نحل الجملة 

1 4

3 3

3 3

4 4

3 4 2 0

x k

y k

z k

x y z



  


   

    

  وعلٌه 
1 4 3 3

3 4 2 0
3 3 4 4

k k k
   

         
   

 

4أي  3 1 3 2 0k k k      0 أي 0 ومنه  D ًمحتوى ف  2P. 

ومنه مجموعة النقط  ; ;M x y z من الفضاء التً إحداثٌاتها حلول للجملة هً المستقٌم  D. 

 34تمرٌن 

نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; , ,O i j k
  

:  النقط 2;1;2A  ،  2;3;0B  

و  2;0;1C  

لتكن Pمجموعة النقط M بحٌث AM BM 

1 ٌّّن أن  ب P2:  هو المستوي الذي معادلته الدٌكارتٌة 1 0x y z    
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2حدد معادلة دٌكارتٌة للمستوي  Qالمار من C والموازي للمستوي  P.  

3 أ ـ حدد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  D المار من C والعمودي على المستوي  P. 

 والمستقٌم A     ب ـ احسب المسافة بٌن النقطة  D والمسافة بٌن النقطة A والمستوي  P 

4 أ ـ حدد معادلة دٌكارتٌة لسطح الكرة  S التً قطرها  AB.  

    ب ـ حدد تقاطع المستوي  P وسطح الكرة  S. 

 الحل

1 ّتبٌٌن أن  P2:  هو المستوي الذي معادلته الدٌكارتٌة 1 0x y z    

 Pهو مجموعة النقط M بحٌث AM BM ومنه  P هو المستوي المحوري للقطعة  AB. 

 منتصف Iلتكن  AB ومنه  0;2;1I ولدٌنا  2 1 2 0 2 1 1 0I I Ix y z        

و  4;2; 2AB 


AB إذن 


2 شعاع ناظمً للمستوي ذو المعادلة  1 0x y z   . 

2المستوي ذو المعادلة  1 0x y z    ًشعاعه الناظم AB


 منتصف I وهو ٌشمل  ABإذن هو المستوي  

 المحوري للقطعة  AB أي هو المستوي  P . 

 :طرٌقة ثانٌة

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

     
2 2 2

2 1 2AM x y z      و    
2 2 22 3BM x y z     

AM BMًتعن             
2 2 2 2 2 22 1 2 2 3x y z x y z          

 بعد التبسٌط نجد 

AM BM 8 معناه 4 4 4 0x y z    2 أي 1 0x y z   وهً معادلة دٌكارتٌة لـ  P . 

2تحدٌد معادلة دٌكارتٌة للمستوي  Qالمار من C والموازي للمستوي  P. 

المستوي  Q ٌوازي  P إذن معادلة المستوي  Q 2 من الشكل 0x y z d    ّوبما أن  

 تنتمً للمستوي Cالنقطة  Q ّفإن  2 2 0 1 0d     5 ومنهd  وعلٌه  

 معادلة للمستوي 

3 أ ـ تحدٌد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  D المار من C والعمودي على المستوي  P. 

 D عمودي على  P ومنه  2;1; 1u 


 شعاع ناظمً لـ P ٌكون شعاع توجٌه للمستقٌم  D . 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M D معناه CM tu
 

 عدد حقٌقً  و t حٌث  2; ; 1CM x y z 


 و  2 ; ;tu t t t


. 

CM tu
 

 معناه  

2 2

1

x t

y t t

z t

 


 
   

 أي   

2 2

1

x t

y t t

z t

  


 
  

. 

 

 

 والمستقٌم Aب ـ حساب المسافة بٌن النقطة  D. 

2 5 0x y z   

 Q
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 على المستقٌم A المسقط العمودي للنقطة Hلتكن D ومنه . 0AH u 
 

. 

لدٌنا  H D ومنه  2 2 ; ;1H t t t   ومنه  2 ; 1; 1AH t t t  


. 

. 0u AH 
 

 معناه    2 2 1 1 0t t t     6 ومنه 0t  0 أيt  إذن  2;0;1H ًوبالتال  

H منطبقة على C أي C هً المسقط العمودي للنقطة A على المستقٌم  D. 

ومنه   ;d A D AC. 

 0; 1; 1AC  


2AC إذن   وعلٌه   ; 2d A D . 

 والمستوي Aالمسافة بٌن النقطة  P. 

  
 

 
22 2

2 2 1 2 1
; 6

2 1 1
d A P

   
 

  

. 

4 أ ـ تحٌد معادلة دٌكارتٌة لسطح الكرة  S التً قطرها  AB. 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M S إذا وفقط إذا كان . 0MA MB 
 

 بحٌث  2 ;1 ;2MA x y z   


 و  2 ;3 ;MB x y z  


 

ومنه         2 2 1 3 2 0x x y y z z          

بالتالً المعادلة الدٌكارتٌة لسطح الكرة  Sً2 : ه 2 2 4 2 1 0x y z y z       

 وتكافئ    
2 22 2 1 6x y z    . 

ب ـ تحدٌد تقاطع المستوي  P وسطح الكرة  S. 

مركز السطح  S هو  0;2;1 6 ونصف قطره هوR . 

  
 2 0 2 1 1

; 0
6

d P
  

 . 

 بما أنّ   ; 0d P  ّالمستوي  فإن P وسطح الكرة  S الدائرة الكبٌرة فً الكرة  ٌتقاطعان وفق S. 

أي الدائرة التً مركزها  0;2;1 6 ونصف قطرها.  

  36 تمرٌن

نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; ; ;O i j k
  

: انىقظ  2;1; 1A  ، 1; 1;3B  ، 

3
; 2;1

2
C
 
  
 

 َ   
7

; 3;0
2

D
 

 
 

 مىرصف انقطؼح I  َنركه  AB. 

1  احُسب إحداثٌات النقطة (أ I. 

 لٌكن(ب     P هو المستوي المحوري لـ ؛ بٌن أن المستوي ذو المعادلة  AB. 

2 اكُتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  الذي ٌشمل النقطة Cو  1;2; 4u 


 . شعاع توجٌه له

3 جد إحداثٌات  ( أE نقطة تقاطع المستوي  P والمستقٌم  . 

ٌّن أنّ ( ب      ب و  AB من نفس المستوي، ثمّ استنتج أنّ المثلث IECقائم . 

4 ٌّن أنّ المستقٌم  ( أ ب ID عمودي على كل من المستقٌم AB والمستقٌم  IE. 

 .DIEC احسب حجم رباعً الوجوه (ب     
 الحل

2 4 8 5 0x y z    P
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1  إحداثٌات النقطة (أ I. 

 
3

2 2

A B
I

x x
x


  ، 0

2

A B
I

y y
y


  ، 1

2

A B
I

z z
z


  إذن  

3
;0;1

2
I
 
 
 

. 

 تبٌٌن أنّ (    ب
  P هو المستوي المحوري لـ AB. 

لدٌنا  2;4; 8n 


 هو شعاع ناظمً للمستوي  P ولدٌنا  1; 2;4AB  


2n ومنه  AB 
 

  بالتالً 

nالشعاعان 


AB و 


AB مرتبطان خطٌا وعلٌه 


 هو شعاع ناظمً للمستوي  P. 

ولدٌنا    
3

2 4 8 5 2 4 0 8 1 5 0
2

I I Ix y z
 

        
 

 تنتمً للمستوي I إذن  P. 

ومنه  P هو المستوي المحوري للقطعة  AB. 

2 كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  الذي ٌشمل النقطة Cو  1;2; 4u 


 . شعاع توجٌه له

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M  ًمعناه ٌوجد عدد حقٌق  t بحٌث CM tu
 

 و 
3

; 2; 1
2

CM x y z
 

   
 


. 

CM tu
 

 معناه  

3

2

2 2

1 4

x t

y t t

z t


 


  

   



  أي   

3

2

2 2

1 4

x t

y t t

z t


  


   

  



. 

3 إٌجاد إحداثٌات ( أ E نقطة تقاطع المستوي  P والمستقٌم  . 

نحل الجملة 

3

2

2 2

1 4

2 4 8 5 0

x t

y t

z t

x y z


  

   
  


   

 وعلٌه    
3

2 4 2 2 8 1 4 5 0
2

t t t
 
         
 

 

3أي  2 8 8 8 32 5 0t t t        14 ومنه 42 0t   وعلٌه 
1

3
t . 

إذن 
3 1 7

2 3 6
x      ، 

2 4
2

3 3
y      ، 

4 1
1

3 3
z     أي 

7 4 1
; ;

6 3 3
E
 
   
 

. 

 تبٌٌن أنّ (ب و  ABمن نفس المستوي . 

لدٌنا  1;2; 4u 


 هو شعاع توجٌه للمستقٌم   و  1; 2;4AB  


 هو شعاع توجٌه للمستقٌم  AB. 

ABو  u 
 

u  ومنه الشعاعان 


AB  و


 مرتبطان خطٌا إذن المستقٌمان  و  AB متوازٌان  

 . وبالتالً فهما من نفس المستوي

 . قائمIECاستنتاج أنّ المثلث 

 ABو   متوازٌان ومنه   عمودي على  P ًف E ّوبما أن  C    

فإنّ  CE عمودي على  P ًف E ّوبما أن I تنتمً للمستوي  P فهذا ٌعنً أنّ المثلث IEC فً  قائمE. 

4 تبٌٌن أنّ المستقٌم ( أ  ID عمودي على كل من المستقٌم AB والمستقٌم  IE.   
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لدٌنا  2; 3; 1ID  


 و 
8 4 4

; ;
3 3 3

IE
  

 
 


 . و 

ومنه      . 2 1 3 2 1 4 0ID AB      
 

 و 
8 4 4 16 12 4

. 2 3 1 0
3 3 3 3 3 3

ID IE
     

               
     

 
. 

اذن المستقٌم  IDدي على كل من المستقٌم  عمو AB والمستقٌم  IE. 

 .DIEC  حساب حجم رباعً الوجوه(ب

لدٌنا  ID عمودي على  AB إذن فهو عمودي على  CE ّلأن  CE هو المستقٌم  و  ٌوازي  AB   

ومنه  ID عمودي على كل من  CE و  IE ًوبالتال  ID ٌعامد المستوي  ICE 

 على المستوي D  هً المسقط العمودي للنقطةIفتكون النقطة  ICE. 

 ٌعطى كما ٌلً DIECوعلٌه حجم رباعً الوجوه 
1

3
ICEV S ID  حٌث 

ICES هً مساحة المثلث ICE. 

4 6 21

. 2 143 3

2 2 3
ICE

IE CE
S



   و     
2 222 3 1 14ID      . 

وعلٌه 
1 2 14 28

14
3 3 9

V uv   . 

 (2012بكالورٌا تقنً رٌاضً  ) 37تمرٌن 

نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; : ;O i j k
  

 :، النقط

 3;0;0A   ،  0;4;0B ،  2;2;2C. 

ٌّن أنّ النقط 1. لٌست فً استقامٌة وأنّ الشعاع   Cو A،B ب 4;3; 1n 


  

AB    عمودي على كل من الشعاعٌن 


AC و 


.  

اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  2. P  الذي ٌشمل النقطA،B وC. 

ٌّن أنّ أ ـ  3. 6: ب 8 7 0x y    معادلة دٌكارتٌة للمستوي 'P مجموعة النقط  ; ;M x y z 

AM:        من الفضاء حٌث BM  . 

ٌّن أنّ ب ـ     2: ب 4 4 3 0x y z     معادلة دٌكارتٌة للمستوي ''P مجموعة النقط  ; ;M x y z 

AM:          من الفضاء حٌث CM. 

ٌّن أنّ جـ ـ      ب 'P و  ''P ٌتقاطعان وفق مستقٌم   ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له. 

 .ABCمركز الدائرة المحٌطة بالمثلث  احسب إحداثٌات النقطة  4.
 :الحل

 .لٌست فً استقامٌة Cو A،B تبٌٌن أنّ النقط 1.

لدٌنا  3;4;0AB 


 و  1;2;2AC 


 و 
1 2

3 4





AB ومنه الشعاعان 


AC و 


  غٌر مرتبطٌن خطٌا 

 .لٌست فً استقامٌة Cو A،Bالنقط وبالتالً 

إثبات أنّ الشعاع  4;3; 1n 


ABعمودي على كل من الشعاعٌن  


AC و 


. 

لدٌنا      . 4 3 3 4 1 0 0n AB     
 

  و      . 4 1 3 2 1 2 0n AC     
 

. 

ومنه  4;3; 1n 


ABعمودي على كل من الشعاعٌن  


AC و 


. 

كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  2. P  الذي ٌشمل النقطA،B وC. 

بما أنّ  4;3; 1n 


ABعلى كل من الشعاعٌن  عمودي 


AC و 


 فإنه شعاع ناظمً للمستوي  P 

 1; 2;4AB  

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ومنه معادلة المستوي  P 4 من الشكل 3 0x y z d    ّوبما أن A تنتمً للمستوي  P ّفإن  

 4 3 0d  12 ومنهd   4 وعلٌه 3 12 0x y z    هً معادلة للمستوي  P. 

6: أ ـ تبٌٌن أنّ  3. 8 7 0x y    معادلة دٌكارتٌة للمستوي 'P مجموعة النقط  ; ;M x y z 

AM:        من الفضاء حٌث BM  . 

المستوي  'P للقطعة  هو المستوي المحوري AB. 

 'P شعاعه الناظم AB


 منتصف القطعة I وهو ٌشمل النقطة  AB. 

لتكن  ; ;M x y z نقطة من  'P ومنه . 0AB IM 
 

 مع 
3

; 2;
2

IM x y z
 

  
 


. 

. 0AB IM 
 

 معناه    
3

3 4 2 0 0
2

x y z
 

      
 

 ومنه 
7

3 4 0
2

x y     

6أي  8 7 0x y   وهً معادلة للمستوي  'P. 

2:ب ـ تبٌٌن أنّ  4 4 3 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي ''P مجموعة النقط  ; ;M x y z 

AM:      من الفضاء حٌث CM. 

 ''P هو المستوي المحوري للقطعة  AC . ٌّّن أن 2نب 4 4 3 0x y z    هً معادلة  ''P. 

 منتصف I'لتكن  AC ومنه 
5

' ;1;1
2

I
 
 
 

. 

 ''P ناظمه الشعاع AC


ومنه من أجل كل . I'وٌشمل النقطة   ; ;M x y z من  ''P لدٌنا . ' 0AC I M 
 

 

ومنه    
5

1 2 1 2 1 0
2

x y z
 

       
 

 أي 
3

2 2 0
2

x y z     وهذه الأخٌرة تكافئ  

2 4 4 3 0x y z    وهً معادلة للمستوي  ''P. 

جـ ـ تبٌٌن أنّ  'P و  ''P ٌتقاطعان وفق مستقٌم   ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له. 

 'P ناظمه الشعاع AB


 و  ''P ناظمه الشعاع AC


ABالشعاعان  ولدٌنا 


AC و 


  غٌر مرتبطٌن خطٌا

وبالتالً  'P و  ''Pٌتقاطعان وفق مستقٌم    . 

تعٌٌن تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  . 

إذا كانت  ; ;M x y z نقطة من    فإنّ إحداثٌاتها هً حلول الجملة .
 

 

6 8 7 0.............. 1

2 4 4 3 0..... 2

x y

x y z

  


   

  

من  1 نجد 
4 7

3 6
x y  ًنعوض ف  2 نجد 

4 7
2 4 4 3 0

3 6
y y z

 
     

 
 ومنه 

1 1

3 6
z y   

3yوبوضع  t نجد  

7
4

6

3

1

6

x t

y t t

z t


 


 


   


. 

 .ABCمركز الدائرة المحٌطة بالمثلث  حساب إحداثٌات النقطة  4.

 هً نقطة تقاطع محاوره أي هً نقطة تقاطع ABCالمحٌطة بالمثلث مركز الدائرة   و  P. 



     مصطفاْ ػثد انؼزٔز:     إػداد                        ذمــازٔه مذهُنح فٓ انٍىدسح فٓ انفضاء                                                 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

60 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

تقاطع   و  P هو حل الجملة 

7
4

6

3

1

6

4 3 12 0

x t

y t

z t

x y z


 





   

    

 

وعلٌه  
7 1

4 4 3 3 12 0
6 6

t t t
   

         
   

 ومنه 
28 1

16 9 12 0
6 6

t t t      أي 
101

26
6

t  

أي  
101

156
t  إذن 

101 7
4

156 6

101
3

156

101 1

156 6

x

y

z

  
  

 
  

  
 


  



  وعلٌه 
37 101 25

; ;
26 52 52


 

 
 

 

 




