
دراسة وتمثیل الدوال العددیة
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: ملاحظة 
)()(:على الشكل xf)(إذا أمكننا كتابة  xhbaxxf  0بحیثa وh 0دالة بحیث)(lim 


xh

x
فإن 

baxyیقبل المستقیم ذو المعادلة fمنحنى الدالة   مقاربا.

)()(:على الشكل xf)(في كثیر من الأحیان یصعب كتابة  xhbaxxf  0بحیثa وh دالة بحیث

0)(lim 


xh
x

.الخاصیة التالیة تمكننا من تحدید معادلة المقارب المائل .

:خاصیة 

baxyذو المعادلة مستقیم یكون ال )0a( مقاربا مائلا لمنحنى الدالةf إذا وفقط إذا كان:

a
x

xf
x




)(
lim وbaxxf

x



))((lim.

a:أو 
x

xf
x




)(
lim وbaxxf

x



))((lim.

:تطبیقات 

:المعرفة بما یلي  fة نعتبر الدالــ  1
2

3

)2(

42
)(






x

xx
xf.

.و  بجوارfحدد معادلة المقارب المائل لمنحنى الدالة 

)(234:المعرفة بما یلي gــ نعتبر الدالة 2 2  xxxg

.و  اربجو gحدد معادلة المقارب المائل لمنحنى الدالة 

:الاتجاھات المقاربة .4

 إذا كان:
x

xf )(lim 0و
)(

lim 
 x

xf
x

:فإننا نقول 

.إن منحنى الدالة یقبل فرعا شلجمیا في اتجاه محور الأفاصیل 
  .ا منحنى الدالة یقبل محور الأفاصیل اتجاھا مقاربأو 
:مثال 

المعرفة على fنعتبر الدالة  ;0 بxxf )(

:لدینا 


x
x
lim 0و

1
limlim 

 xx

x
xx

.یقبل فرعا شلجمیا في اتجاه محور الأفاصیل fإذن منحنى الدالة 

 إذا كان:
x

xf )(lim و
 x

xf
x

)(
lim فإننا نقول:

.إن منحنى الدالة یقبل فرعا شلجمیا في اتجاه محور الأراتیب 
.أو منحنى الدالة یقبل محور الأراتیب اتجاھا مقاربا 

:مثال 
)(3:المعرفة بما یلي fنعتبر الدالة  xxf 

:لدینا 


2lim
)(

lim x
x

xf
xx

و 


2lim
)(

lim x
x

xf
xx

.و  منحنى الدالة یقبل فرعا شلجمیا في اتجاه محور الأراتیب بجوار:إذن 

 إذا كان:
x

xf )(lim 0و
)(

lim 


a
x

xf
x

:وكان 


))((lim axxf
x

یقبل فرعا شلجمیا في اتجاه fنقول إن منحنى الدالة فإننا  

axy:المستقیم ذو العادلة  ) أو المستقیم ذو المعادلةaxy  اتجاه مقارب لمنحنى الدالة.

xxxf:المعرفة بما یلي fنعتبر الدالة :مثال )(



II  انعطاف منحنى  نقطة -- دالة نىمنح تقعرــ:
:ریفاتع)  1

و.Iمجال  على للاشتقاق قابلةدالة  fلتكن  fC منحنى الدالةf معلم متعامد ممنظم  في jiO
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المنحنى إننقول.1 fCمماساتھجمیعفوقیوجدكانإذامحدب

المنحنى إنلنقو.2 fC مماساتھجمیع تحت یوجدانك إذا مقعر

النقطةإننقول.3 )(; 000 xfxMنقطة انعطاف للمنحنى fCالمنحنى ا كان ذإ fC یخترق مماسھ في النقطة

 )(; 000 xfxM.

 fC 0یقبل نقطة انعطاف فيM

:خاصیات)2
.Iمجال على مرتینلاشتقاقل قابلة دالةfلتكن 

fكانت  إذا)1 فان  Iعلى  موجبة   " fCعلى  محدبا یكونI  . 

fكانت  إذا)2 فان  Iعلى  سالبة    " fCعلى  مقعرایكونI   

fكانت  إذا)3 وتغیر إشارتھا فان0xتنعدم في " fC یقبل نقطة انعطاف ھي النقطة )(; 000 xfxM.
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)(342:المعرفة بما یليfالدالة نعتبر   :لامث 2  xxxf 1؛ بین أن المستقیم ذو المعادلةx محور تماثل

.fمنحنى الدالة

.حور تماثل دالة زوجیة فإن منحناھا یقبل محور الأفاصیل مfإذا كانت:حالة خاصة

IV ـ تصمیم دراسة دالة:
:غالبا ما نتبع الخطوات التالیة fلدراسة دالة عددیة 

.fتحدید مجموعة تعریف الدالة .1

إذا لم تكن الدالة زوجیة ولا فردیة ولا دوریة (EDثم تحدید مجموعة الدراسةfدراسة زوجیة ودوریة الدالة.2

).fمجموعة تعریف الدالةfDفإن مجوعة الدراسة ھي 

.حساب النھایات عند محدات مجموعة التعریف .3
.EDعلى  fدراسة قابلیة اشتقاق.4

:دراسة تغیرات الدالة .5
حساب الدالة المشتقة ودراسة إشارتھا أ ــ 

.ثم إعطاء جدول التغیرات fب ــ استنتاج تغیرات الدالة 

:غالبا ما نتبع المراحل التالیة fلتمثیل منحنى الدالة

.دراسة الفروع اللانھائیة .6
.بالنسبة لمقارباتھا الأفقیة والمائلة إن وجدت fالنسبي لمنحنىدراسة الوضع.7

وإعطاء مماسات المنحنى في ھذه النقط )إذا أمكن (مع محوري المعلم fتحدید تقاطع منحنى الدالة.8

لك بحساب الدالة المشتقة الثانیة ودراسة ذالانعطاف إن وجدت ، ووتحدید نقط fدراسة تقعر منحنى الدالة.9

.إشارتھا 
:الرسم .10

.أ ــ إنشاء في غالب الأحیان معلم متعامد ممنظم مناسب 
.إنشاء المستقیمات المقاربة ب ــ 
)لة المشتقة في النقط التي تنعدم فیھا الدا(إنشاء المماسات السابقة وكذا الموازیة لمحور الأفاصیل ج ــ 

.د ــ إنشاء المنحنى مع مراعاة التقعر ووضع المنحنى بالنسبة للمستقیمات المقاربة 

نھایة الدرس
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ملخص حول دراسة وتمثیل الدوال العددية
:اللانھائیة الفروع )1
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: تعريف 
axf:إذا كان 

x



)(lim أوaxf

x



)(limذو المعادلة فإننا نقول إن المستقیمay  مقاربا لمنحنى

(الدالة  .ھذا المستقیم مواز لمحور الأفاصیل . (
: ملاحظة 

axfدراسة إشارة  )( تمكننا من معرفة وضع منحنى الدالة  بالنسبة للمقارب.

)(0:إذا كان   axf فإن منحنى الدالةf يوجد فوق المقارب

)(0:إذا كان   axf فإن منحنى الدالةf يوجد تحت المقارب

:المقارب المائل ***
: تعريف 

:دالة عددية بحیث  fلتكن 
x

xf )(lim.

:إذا كان   0)()(lim 


baxxf
x

أو   0)()(lim 


baxxf
x

:فإن المستقیم ذو المعادلة 

baxy )0a( يسمى مقاربا لمنحنى الدالةf.

: ملاحظة 
)()(:دراسة إشارة  baxxf   معرفة وضع المنحنى بالنسبة للمقارب تمكننا من.

 0إذا كان)()( baxxf  فإن المنحنى يوجد تحت المقارب

 0إذا كان)()( baxxf  فإن المنحنى يوجد فوق المقارب.

: ملاحظة 
)()(:على الشكل xf)(إذا أمكننا كتابة  xhbaxxf  0بحیثa وh 0دالة بحیث)(lim 


xh

x

baxyيقبل المستقیم ذو المعادلة fفإن منحنى الدالة   مقاربا.

)()(:على الشكل xf)(في كثیر من الأحیان يصعب كتابة  xhbaxxf  0بحیثa وh دالة

lim)(0بحیث  


xh
x

.الخاصیة التالیة تمكننا من تحديد معادلة المقارب المائل .

:خاصیة 

baxyيكون المستقیم ذو المعادلة  )0a(مقاربا مائلا لمنحنى الدالةf إذا وفقط إذا كان:

a
x

xf
x




)(
lim وbaxxf

x



))((lim. أو:a

x

xf
x




)(
lim وbaxxf

x



))((lim.

:الاتجاھات المقاربة 

 إذا كان:
x

xf )(lim 0و
)(

lim 
 x

xf
x

لجمیا إن منحنى الدالة يقبل فرعا ش:فإننا نقول 

.أو منحنى الدالة يقبل محور الأفاصیل اتجاھا مقاربا .في اتجاه محور الأفاصیل 

 إذا كان:
x

xf )(lim و
 x

xf
x

)(
lim إن منحنى الدالة يقبل فرعا :فإننا نقول

.قاربا أو منحنى الدالة يقبل محور الأراتیب اتجاھا م.شلجمیا في اتجاه محور الأراتیب 



 إذا كان:
x

xf )(lim 0و
)(

lim 


a
x

xf
x

:وكان 


))((lim axxf
x

فإننا نقول إن 

axy:يقبل فرعا شلجمیا في اتجاه المستقیم ذو العادلة fمنحنى الدالة  ) أو المستقیم

axyذو المعادلة  اه مقارب لمنحنى الدالةاتج(.

:انعطاف منحنى  نقطة -- دالة منحنى تقعر )  2
:تعاريف 

و.Iمجال  على للاشتقاق قابلةدالة  fلتكن  fC منحنى الدالةf معلم متعامد ممنظم  في jiO


;;.

المنحنى إننقول.1 fC  مماساته جمیعفوق يوجد كانإذادبمح 

المنحنى إننقول.2 fC مماساته جمیع تحت يوجد كانإذا مقعر 

إن النقطةنقول.3 )(; 000 xfxMنقطة انعطاف للمنحنى fC إذا كان المنحنى fC يخترق مماسه

في النقطة  )(; 000 xfxM.

:خاصیات 
.Iمجال  على مرتینللاشتقاق قابلة دالةfلتكن 

fكانت  إذا)1 فان  Iعلى  موجبة   " fCعلى  محدبا يكونI  . 

fكانت  إذا)2 فان  Iعلى  سالبة    " fCعلى  مقعرايكونI   

fكانت  إذا)3 وتغیر إشارتھا فان0xتنعدم في " fC يقبل نقطة انعطاف ھي النقطة )(; 000 xfxM.

: عناصر تماثل منحنى  )  3
: مركز تماثل منحنى )  1

لیكن :تعريف  fCمنحنى الدالةf معلم متعامد ممنظم  في jiO


، و;; baA .نقطة من المستوى ;

نقول إن النقطة  baA مركز تماثل المنحنى; fC إذا تحقق الشرطان:

1(fDxa  )fD.2()(2)2من  xلكل  )2( xfbxaf   لكلx  منfD.

.أصل المعلم ھي مركز تماثل المنحنى Oدالة فردية فإن النقطةfإذا كانت:حالة خاصة

: منحنى محور تماثل )2

لیكن:تعريف  fCمنحنى الدالةf معلم متعامد ممنظم  في jiO


;;.

axنقول إن المستقیم ذو المعادلة محور تماثل المنحنى fC إذا تحقق الشرطان:

1(fDxa  )fD.2()()2من  xلكل  )2( xfxaf   لكلx  منfD.

  . تماثل  دالة زوجیة فإن منحناھا يقبل محور الأفاصیل محورfإذا كانت:حالة خاصة

:ـ تصمیم دراسة دالة )4
:غالبا ما نتبع الخطوات التالیة fلدراسة دالة عددية 

.fتحديد مجموعة تعريف الدالة .1

إذا لم تكن الدالة زوجیة ولا فردية ولا دورية فإن مجوعة (EDثم تحديد مجموعة الدراسةfدراسة زوجیة ودورية الدالة.2

).fمجموعة تعريف الدالةfDالدراسة ھي 

.حساب النھايات عند محدات مجموعة التعريف .3

.EDعلى  fدراسة قابلیة اشتقاق.4

:دراسة تغیرات الدالة .5
أ ــ  حساب الدالة المشتقة ودراسة إشارتھا 

.ثم إعطاء جدول التغیرات fب ــ استنتاج تغیرات الدالة 

:غالبا ما نتبع المراحل التالیة fلتمثیل منحنى الدالة

.دراسة الفروع اللانھائیة .6

.بالنسبة لمقارباتھا الأفقیة والمائلة إن وجدت fالنسبي لمنحنىدراسة الوضع .7

وإعطاء مماسات المنحنى في ھذه النقط )إذا أمكن (مع محوري المعلم fتحديد تقاطع منحنى الدالة.8

.لانعطاف إن وجدت ، وذلك بحساب الدالة المشتقة الثانیة ودراسة إشارتھا وتحديد نقط اfدراسة تقعر منحنى الدالة.9

:الرسم .10
.أ ــ إنشاء في غالب الأحیان معلم متعامد ممنظم مناسب 

.ب ــ إنشاء المستقیمات المقاربة 
)ة المشتقة في النقط التي تنعدم فیھا الدال(ج ــ إنشاء المماسات السابقة وكذا الموازية لمحور الأفاصیل 

.د ــ إنشاء المنحنى مع مراعاة التقعر ووضع المنحنى بالنسبة للمستقیمات المقاربة 


